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FORME RÉDUITE D'AGRÉGATS 
DE CONSOMMATION DANS LE CADRE 
DE LA THÉORIE DES CHOIX 


INTRODUCTION 

La théorie des choix appliquée à un consommateur seul permet 
de rattacher les variations des consommations aux variations des prix 
et du revenu par une opération d'allure géométrique simple, favorisant 
l'intuition et le raisonnement. 


Mais dès que l'on considère plusieurs consommateurs, il ne suf- 
fit pas que chacun d'eux suive la théorie des choix pour que l'on puisse 
trouver une sorte d'individu moyen, dont le revenu soit la moyenne des 
revenus considérés et dont la consommation, dans le cadre de la théorie 
des choix, soit la moyenne des consommations des individus considé- 
rés. 


Nous avons déjà étudié à plusieurs reprises dans quel cas on 
pouvait réaliser une telle agrégation. Rappelons ici brièvement que les 
seuls cas de possibilité (en abrégé cas A) sont ceux pour lesquels les 
courbes d'Engel de tous les consommateurs sont des droites, parallèles 
entre elles mais dont la direction peut parfaitement dépendre de la di- 
rection du plan de budget(2). 


Ce résultat restrictif nous avait incité à rechercher dans une 


) Pour le lecteur qui ne serait pas au courant de la théorie des choix en économie 
nous donnons quelques très brièves indications à ce sujet. 

Supposons, que l'on veuille étudier pendant une période donnée, par exemple 
l'année pour avoir une répartition non saisonnière des dépenses, la consommation 
d'un individu j (ou de sa famille). Désignons par qi et p, la quantité consommée 
et le prix moyen d'un bien B; (un bien est un produit matériel, par exemple auto, 
ou aliment, ou un service par exemple consultation médicale, soins d'hygiène, 
etc ...). Soitrle revenu que j peut affecter à sa consommation pendant la pério- 
de considérée.Sans entrer dans les raisons biologiques, sociologiques ou autres qui 
conditionnent le choix on peut admettre que l'individu cherche à se procurer un en- 
semble de quantités q,, qd, ... q des biens B,, B,, ... B, telles que leur uti- 
lisation lui procure un bien-être ou une satisfaction aussi élevée que possible. On 
en vient alors à admettre qu'à chaque ensemble des valeurs qi, q2, ... q il cor- 
respond pour l'individu j une fonction de n variables SE (di, d,... q)quirepère 
cette satisfaction. Si est dite fonction de satisfaction ou d'indifférence. Elle est 
spécifique de l'individu j naturellement, tous les goûts étant admissibles. Mais j 
est limite par son budget. La dépense affectée à chaque bien B; étant piq ona 
identiquement}p, q, = r équation dite de budget selon une terminologie évidente. 
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| 


autre direction : à savoir ne pas supposer indépendantes les variations 
des prix et des revenus des différents individus mais les lier par l'in-| 
termédiaire des paramètres dont dépend l'économie considérée, et ne} 
rechercher que dans ces cas la possibilité d'agrégation. | 


Cette approche conduisait à considérer en particulier le cas où| 


les revenus étaient tous égaux entre eux (mais non fixes évidemment), 
cas qui schématise, sans trop d'exagération, le cas des groupes socio-| 
économiques dont les ressources, le genre de vie et les activités ce || 
fessionnelles sont voisins, dans la mesure où nous l'indique l'expérience 
de tous les jours. 


Nous avions pu à l'époque étudier certaines solutions particuliè-| 
res mais sans avoir pu épuiser la question. 


Cependant tout dernièrement une étude faite en commun avec! 
G. FOURGEAUD d'une classe particulière F de fonctions de consomma- 
tions dans le cadre de la théorie des choix avait mis en évidence pour 
une sous-classe F' de F le résultat suivant : 


Pour F le cas À n'est pas toujours possible; mais si n désigne 
le nombre de biens considérés on peut toujours adjoindre pour la com-| 
modité des calculs aux N consommateurs réels (n - 1) au plus consom-| 
mateurs virtuels, appartenant à F également, et telle que pour la sous- 
classe, ainsi enrichie, F' on se trouve dans le cas À d'agrégation. 


En fait ce résultat est susceptible d'une très large généralisa-{| 


tion que nous énoncerons ainsi : 


Théorème 


(4! 


Etant donné une économie comprenant:Nindividus i à revenus r 
toujours égauxentre eux (r, =r2 =... r, = n =rn biens de consom-| 


mation, et où les N individus sont supposés se comporter d'après la{| 


On voit donc qu'un consommateur normalchercherale maximumen q, qe, ...{| 
An de SŸ (4;, ... An) en supposant les q, liés par l'équation de budget. La résolu- 
tion de ce problème de maximum lié donne les valeurs de 1» LL» --. A exprimées en | 
fonction des prixp,, Pos. P, et de r. Dans ces conditions S peut alors s'expri- 
mer en fonction de P1: P2, --. p,; r et devient la fonction gl (P;--P,; r)que nous|| 
utilisons dans l'équation (2) et d'où réciproquement l'on déduit les q par 1'é-|] 
quation (4). 

Mais, si cette notion est utilisable simplement dans le cas individuel, dès que | 
l'ona affaire à une population de N personnes, ce qui est le cas le plus normalen | | 
économie, on est amené à utiliser les distributions liées des revenus r. et des 
fonctions S) ou pl, ce quiest inextricable a priori. Notre article a ruse ele pour 
but d'étudier quelle est la forme la plus réduite de ces distributions liées dans un !| 
Us cas particulier, celui des revenus égaux, et d'étendre un peu ce cas parti- | 
culier. 


(2) Cf. par exemple NATAF thèse pages 20à 25 - Paris 1954 ou Publications de 1'Ins - | 
titut de Statistique de l'Université de Paris, vol. Il, fascicule 4 - 1953, ou GORMANI 
Econometrica vol.21, n 1, Janvier 1953 ‘Community Preference Field". | 
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théorie des choix, ilesttoujours possible et d'une infinité de manières, 
d'adjoindre à ces N individus, au plus n - 2 individus virtuels de même 
revenu r, se comportant selon la théorie des choix, de telle sorte que 
pour ces N + n - 2 individus on soit dans le cas À d'agrégation. 


(À vrai dire nous reviendrons sur quelques réserves éventuelles 
sur le comportement des n - 2 consommateurs adjoints). 


I - DEMONSTRATION - 


Soient P1, P2, -.. pnles prix des n biens B; ... B, etrle re- 
venu courant commun à tous les individus considérés. Introduisons les 
variables réduites : 


(1) UT 


Chacun des N consommateurs réels est caractérisé par sa fa- 
mille (:,) de surfaces d'indifférence dont nous exprimerons l'équation 
en RS donnees tangentielles par : 


(2) APR + HDi T1) en CI 


où pl est homogène et de degré zéro par rapport à r et p. Moyennant le 
changement de notation (1),(2) peut s'écrire : 


(3) upete au es 
Cherchant le point caractéristique du plan 
224 pd! zr ou 2; cu (Ann 
._ on trouve facilement : 


n 
Ë we 


(4) qi 


heu 
Il 
mn 
il 
ES 
» 
[Le] 
» 
pr | 
! 
= 
Il 
[en 
» 
Le] 
» 
Z 


d 
(en posant d'une façon générale re LS di) 
k 


La consommation moyenne pour les N individus est donc : 


Pour que l'onsoit dans le cas À il faut et il suffit que l'on puisse 
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écrire : 


1 
(6) QG; = fi = N fi 1 = je 2 n 
Z u,x fs Duo 
désignant une fonction à déterminer de u,, US our Dans un pre 


mier travail nous avions Se des solutions particulières dans le 
casoùles dénominateurs}_u LŸk étaient indépendants de l'individu jcon 
sidéré. Nous allons maintenant pousser plus loin l'utilisation de l'ex 
pression] [up et de la fonction d'indifférence elle-même. 


Obtention d'une forme simplifiée des fonctions pipe 


Pour cela posons : 


(7) : u,o}=fJ{u,, ur ui) 


pi sera donc solution de l'équationlinéaire et du premier ordre aux dé- 
rivées partielles (7)oùfJ (u,, u2, ... u,) est considérée comme connue. 


Les équations des caractéristiques de (7) sont 


(8) d w nm du de 1e _ dun Le d 


u; u; ue Élus eu) 


Les (n - 1) premières équations de (8) donnent n - 1 intégralesil 
premières. | 


(9) ——= y; 1-22 0er 
U 


Une nièME et dernière intégrale première est donnée alors pa À 
exemple par l'équation : 


MCE Ke 
U, f; (ue Vo Ur VUr ee, Vn U1) 


où les v, sont considérés comme constants. 


Posons alors, simple changement de notation 


j & 
(1°) f (u,, Vo» 5: eVA UNE (ES a 
(10) donne 
CONS TRE RR EREt. i) 
Ut 
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Désignons alors par G (Wu, vo, V3, -:.. Vi) l'intégrale indéter- 


ik G U V. V. 74 = gi u MU TROT V 
( ) ( 1 PR F3 RICA a CEE +) ea Ja, SMuantz rase Sven 


Il vient donc pour solution générale de (7), avec un petit change- 
ment de notation pour ne pas alourdir l'écriture 


(14) ol = Gi (us =, RER “_) 
1 


Expression des conditions d'intégration sous la forme (14) des fonctions 


d'indifférence. 


Des dérivations immédiates donnent avec des notations évidentes 


: 2Gi n dy dG) j n Ux j 
15 = - = — = G ->2 —- G 
COLE du; a uno, RE u? k 
èG) 1 ei 
1 = — = —— = 2 
(16) g 2% u G F i Hot n 
et par suite 
(& u Gi v 
(17) gs —-À+ +=: + + 
itaOneeu.s a di ac w 
j 
j en 
CR 
i u? G: 


Nous voyons qu'il semble plus indiqué d'utiliser le système de 
variables constitué par u, et les (n -1) quantités ve, va, ... vw. Les 
consommations globales sont alors : 


LL A ARE Va A à 
MoN die Le ci 


0) 0 NP 


Pour qu'il y ait agrégation, il faut et il suffit qu'il existe + | 
fonction exprimée en fonction des variables us, 4 soit F(u,,V s-. VW) 
relative à un consommateur virtuel moyen, telle que : 


> 1 RE | 
(21) d; Ke er, He R | L 
1 F; : 
(22) MEN 12-0250; n 
i u? F 


Résolution des conditions d'agrégation | 

Il est clair que si les équations (22) sont satisfaites, l'équation 
(21) le sera aussi, d'après le rapprochement de (20) et (22) d'une part 
et de (19)et (21) d'autre part. Il nous suffit donc pour résoudre le pro-A 
blème d'agrégation de nous limiter aux équations (22) qui, explicitées ,| 
s'écrivent, après simplification par — 


(23) {2 — - 
2. 


Nous obtenons ainsiun système de plusieurs équations aux déri-! 
vées partielles. Il est classique que de telles équations ne sont pas en] 
général compatibles entre elles. 


En revanche nous allons sous cette forme voir, sans difficulté, 
que l'on peut adjoindre (n - 2) consommateurs virtuels rendant le cas All 


possible. Commençons par adjoindre plutôt p individus de fonctions d'in-{ 


différence F!, F?, ... FP. (23) s'écrira alors : 
j 1 2 P 
ere Sr 
PI GIL TIRE Po FE 
(24) 1 1 1 1 FH 
-1 j 1 2 
Fe RGP CRISE ne FE 
équations = GR er Ou ee +— = (N+p) — 
ROCHE * ; FS EF 
j 1 £ 
CHR NEE Le E, 
AT M LU Co er LUN 
JEU CGJ TRES FP | F 


Considérons (24) comme (n - 1) équations linéaires par rapport 
aux (p + 1) inconnues : 


Si(p+1l)< n-1, ou p < n-2, nous pourrons résoudre à par- 
tir de données initiales assurant au système des équations linéairesen 
1 1 
en re FP un rang convenable (p + 1) équations, en exprimant les 
1 1 
_ inverses des dérivées par rapport à la seule variable u, en fonction 
_ des termes connus et des autres dérivées, parmi lesquelles ne figure 
aucune des dérivées en u,. Passant des inverses aux dérivées elles- 
mêmes nous vouons que le système de ces (p + 1) équations est mis sous 
la forme normale de GAUCHY-KOWALEWKA. Ce système admet donc 
1 solution et une seule pour des conditions aux limites données. 


Mais en général les n - p - 2 équations restantes ne seront pas 
vérifiées. Si elles peuvent l'être d'ailleurs, nous fournissons ainsi une 
méthode régulière de recherche. 


Cependant si nous prenons p = n - 2 toutes les équations sont 
toujours bien vérifiées, ce qui établit notre théorème dans le cas géné- 
ral. Pour n = 2 on retrouve un résultat extrêmement élémentaire. 


2 - LIMITATIONS ET EXTENSIONS DU RESULTAT - 


1) A vraidire le théorème d'existence auquel nous faisons appel 
suppose que les fonctions qui interviennent soient analytiques. Prati- 
quement ceci est sans doute suffisant. Il est vraisemblable (cette idée 
étant émise à titre d'induction seulement) que pour le système (24) 
le résultat est encore valable lorsque les Gi, seules fonctions données, 
sont limites en un certain sens de fonctions analytiques. Cependant ce 
n'est pas de ce côté que viennent les limitations les plus profondes. 


2) En vérité il est beaucoup plus important de noter que l'on n'est 
pas sûr que lesfonctionsFetFli, F?,... FP introduites soient des fonc- 
tions d'indifférence avec toutes les propriétés d'ordre exigibles de ces 
dernières. Sans doute cette exigence at-elle beaucoup moins de fondement 
pour des agents économiques virtuels que pour des consommateurs réels 
Tant que les déplacements ne sont pas grands, on peut d'ailleurs considérer 


| 
| 
| 


que l'on n'est pas loin d'une agrégation parfaite. On peut en effet pren-! 
dre des conditions initiales où les Fi et F sont tels que les consomma-| 
tions virtuelles etla consommation de l'individu moyen-type soient voi- 
sines de la consommation moyenne des individus réels. Mais on ne peut 
les prendre égales car le déterminant du système en 2 serait juste-| 
ot 
ment nul. Dès lors si pour de petits déplacements, et surtout si p est} 
petit vis-à-vis de N ce qui est toujours le cas en pratique, on n'est pas} 
loin de représenter convenablement la consommation au moyen en faiti| 
d'un seul consommateur moyen, par contre dès qu'on s'éloigne d'une? 
position de départ on n'est plus sûr que la convergence de séries solu-| 
tions subsiste. Une réponse à cette question ne peut provenir que d'une 
connaissance plus précise des comportements des consommateurs. Ce- 
pendant le résultat trouvé indique à la fois une méthode heuristique et|}|] 
prévient des dangers à craindre. 


3) Extension du théorème au cas où les données ne vérifient pas 
la théorie des choix et où les revenus ne sont pas égaux. 

Une extensionde ce théorème va bien nous montrer que dans le 
fond les questions les plus importantes regardant l'agrégation sont des 
questions relatives au nombre des paramètres propres (au sens mathé- 
matique du terme) de l'économie considérée. 


Rien de ce que nous avons dit sur la résolution du système (24) || 
ne changerait si les fonctions connues étaient quelconques, si elles ne| 
dérivaient pas chacune de la théorie des choix. La seule petite différence| 
superficielle serait que des coeffcients en l_ s'introduiraient dans les 


U 
dérivées des p,. Mais en vertu des relations; q{iu, = 1 la première équa- 
tion (19) ou (21) serait bien conséquence des n - 1 autres par exemple || 
et le théorème s'appliquerait. 


Enfin ceci nous indique encore une extension dans le cas où les 
revenus ne seraient pas égaux. 


Supposons en effet que l'économie considérée dépende de s para- 
mètres propres S,, S, ... S. Il suffit de pouvoir supposer que l'on|| 
puisse substituer à ces paramètres un autre système de paramètres où 
figurent les prix P,: P--. p, et le revenu moyen que nous désignerons || 

R 
par et S - (n + 1) autres paramètres b,, le tout constituant un sys - | 


tème propre. 


Si nous bloquons alors les b, , nous voyons que le théorème s'ap- 
plique encore mais que cette fois-ci, en général les surfaces d'indiffé- 
rences introduites dépendent des b, si le système des b n'est pas vide. | 
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> - PORTEE DES RESULTATS - 


Arrivés à ce point on peut s'interroger sur la portée pratique 
du résultat ainsi mis en évidence, de cette espèce de résumé exhaus- 
tif de la consommation. 


I est certain qu'essayer d'appliquer à lalettre le résultat n'a 
pas beaucoup de sens pratique ni théorique même dans le fond. Cepen- 
dant cette théorie semble pouvoir être approfondie dans deux axes de 
recherches quine sont d'ailleurs pas sans relations à certains égards : 


1) Analyse ‘'spectrale'"' d'une population donnée, 


2) Etude des structures d'adaptation entre la production et la 
consommation. 


Nous allons simplement esquisser les voies qui semblent ouver- 
tes dans ces deux domaines. 


1) Analyse ‘'spectrale'' d'une population donnée. 
Le système (24) pourrait s'écrire sous une forme qui donne au 


moins l'apparence que la consommation des N individus est la moyenne 


_ pondérée de celle de p + 1 individus. En effet sur le Systemes 


j 1 2 P+1 
=2,3...n n, G; 2 Fe Fit , 
EU DS ET Per CE 1 alé CPppel 


L 


avec n +n9 +. n,4 © N. on peut recommencer l'étude faite sur (24). 


(24') est déjà plus souple que (24) car les possibilités de varia- 
tionden,, mn ,...n,,1 permettent de tenter avec à priori plus de chance 
que dans (24) des hypothèses sur la structure de la consommation 
d'une population donnée. 


Sans doute cette idée peut-elle paraître assez formelle en rai- 
son des erreurs de relevés et de l'aléa de la possibilité intrinsèque 
d'existence de p+1 populations suffisamment homogènes chacune en son 
intérieur pour vérifier la théorie des choix. Mais il n'en demeure pas 
moins que l'existence d'un tel résultat peut servir à fonder ou élaborer 


- plus solidement une méthode d'analyse de la consommation par un pro- 


cédé statistique ou à étudier plus finementdes propriétés que pourraient 
suggérer des recherches psychologiques de comportement ou à tester 
globalement ces propriétés. De toutes façons s'il existe un moyen simple 
de ramener l'étude de la consommation à celle d'un nombre condensé 
de caractères, nous avons en mains une méthode régulière de réalisation 


de cet objectif simplificatif. 
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2) Etude des structures d'adaptation entre la production et la ||} 


consommation. 
Mais notre résultat semble ouvrir une voie de recherches plus 


vaste dans le domaine des théories du bien-être. 


Depuis PARETO, avec des perfectionnements plus ou moins pro- 
fonds, les théories du bien-être se préoccupent essentiellement d'éta- 
blir les correspondances entre production et distribution des revenus 
telles que l'on ne puisse augmenter la satisfaction d'un individu sans. 
être obligé de diminuer au moins celle d'un autre. Le problème peut | 
aussiêtre traité dualistiquement de façon équivalente en se donnant une 
distribution de satisfaction des individus d'une population donnée et en 
recherchant la ou les productions qui permettent de les satisfaire au 
moindre coût. Ces études montrent qu'en général les optimums de pro- 
duction et de consommation sont liés par la distribution des revenus 
d'une façon compliquée. 


Dans le cas À toutefois, ainsi que l'a montré l'approche utilisée 
par W.H. GORMAN dans sonarticle déjà cité, en raison du parallélisme 
de toutes les courbes d'ENGEL individuelles, quelle que soit la distri- 
bution des revenus l'adaptation de la consommation à la production se 
fera sans perte sociale, des variations égales de revenu se traduisant 


pour tous les individus par des variations identiques de consommation. 


Plus précisément, quel que soit le complexe de biens globale- 
ment disponibles pour la consommation, il existe un système de prix et 
de revenu global associée tel que, indépendamment de la façon dont so- 
cialementce revenu globalse répartira entre les membres de la société, || 
la consommation disponible sera absorbée sans perte sèche pour la so- 
ciété (ce système de prix et de revenu global est évidemment donné par 
les coefficients directeurs et le terme constant de l'équation du plan tan- 
gent à la surface d'indifférence agrégée qui passe par le point représen- {| 
tatif de la consommation moyenne). 


En fait le cas À est très exceptionnel. Par rapport à lui notre 
étude a l'avantage de donner des procédés réguliers pour étudier tous 
les cas intermédiaires entre l'agrégation parfaite où la distribution des 
revenus n'intervient que par sa moyenne et les cas où il faut considérer 
d'autres caractéristiques de cette distribution. Mais surtout elle nous 
éclaire beaucoup sur le sens des recherches à faire. Quelle que soit en 
effet l'opinion que l'on puisse avoir sur la signification des moyennes in- 
troduites par notre procédé, la structure de la correspondance entre 
production et consommation est un problème objectif fondamental soit 
dans des études économiques interprétatives, soit dans des program- 
mes prévisionnels ou planifiés ex ante. Notre résultat (en particulier 
2, 3°) contribue à apporter un peu d'ordre, une certaine structuration 
dans cette correspondance. S'il est donné sous une forme à la fois très 
compliquée mathématiquement ettrès générale, il peut néanmoins cons- ! 
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tituer une plate-forme théorique de départ pour une étude utilisant sur- 
tout l'esprit de ce résultat. 


Il convient d'essayer dans cetesprit de réaliser une ou des cor- 
respondances entre production disponible pour la consommation et sys- 


: tème de prix et de distribution de revenus, telles que la consommation 


s'écoule sans perte sèche. Dans le cas À, la distribution des revenus 
n'intervenait pas du tout. Avec notre résultat où l'ensemble des N con- 
sommateur est réduit, moyennant évidemment certaines transforma- 
tions à un nombre beaucoup plus petit, nous avons déjà mis en évidence 


: quecette distribution n'intervenait dans le fond que par l'intermédiaire 


des revenus de ces p+l consommateurs virtuels. Sans doute ce résultat 
dans sa totale généralité n'éclaire-t-il peut-être pas beaucoup au ni- 
veau de nos recherches. Mais il est raisonnable d'espérer que dans des 
études de sociétés ou d'économies existantes on puisse profiter des 
simplifications ou particularités inéluctablement attachées à des cas 
réels pour utiliser un appareil mathématique plus simple et aboutir à des 
interprétations plus concrètes(1l), dégageant les correspondances les 
plus simples entre production, consommation, distribution des revenus 
et éclairant la nature des choix politiques qui se présentent, quitte à 
discuter ensuite sur un autre plan que l'économique du choix à faire, 
choix qui constitue en fait le problème politique le plus important. 


André NATAF 
Ministère des Finances, 
Service des Etudes Economiques et Financières 
PARIS 


(1) Cf. la dernière section de l'étude déjà citée que nous avons faite Sie 
C. FOURGEAUD ‘Consommation en prix et revenus réelsetthéorie des choix , 
comme exemple conceptuel d'application de ces idées à des classes particuliè- 
res de fonctions de consommation. 
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LES RÉPARTITIONS EN CLASSES 
ET QUELQUES UNES 
DE LEURS APPLICATIONS 
par 


M. Philippe SENTIS 


INTRODUCTION 


La théorie des variables aléatoires est bien connue lorsqu'on 
possède une infinité dénombrable de variables aléatoires indépendantes. 
C'estainsiquel'onsait former des séries de variables aléatoires indé- 
pendantes. Habituellement quand on ne se trouve pas dans ce cas, on 
cherche à s'yramener. Toutefois il a semblé à l'auteur du présent mé- 
moire qu'une étude directe n'était peut-être pas impossible et le travail 
suivant essaye de fournir quelques méthodes nouvelles d'approche du cas 
général. Dans le premier chapitre on verra que toutes les variables dont 
les valeurs sont fixées par un même évènement peuvent s'exprimer com- 
me des fonctions certaines d'un ensemble de variables dont on peut se 
fixer arbitrairement les valeurs. On verra au quatrième chapitre que si 
des variables initiales se prêtent à une étude statistique, on peut les ex- 
primer comme des fonctions certaines de variables aléatoires indépen- 
dantes. 


Le deuxième chapitre précise en effet ce qu'on peut entendre par 
variables qui se prêtent à une étude statistique. Ce sont toutes celles 
dont on peut répartir les valeurs en classes. Si l'on sait définir plusieurs 
répartitions en classes sur l'ensemble des valeurs de la variable, on 
dit que cet ensemble possède une structure d'ensemble classifiée. 


Les ensembles classifiés possedent des propriétés qui font l'ob- 
jet des chapitres 3 et 4. Ces propriétés sont intéressantes au point de 
vue du calcul des propriétés car elles permettent de définir des fonc- 
tionnelles o - additives et - multiplicatives, généralisant aussi les 
notions de série et de produit infini à des ensembles d'indices qui peu- 
ventn'être pas dénombrables. La généralisation des indices par les in- 
tégrales et les mesures était déjà connue mais ne permettait pas d'in- 
tégrer les fonctions à valeurs aléatoires. La présente étude, en intro- 
duisant une nouvelle espèce de multiplication d'une variable aléatoire 
par un nombre, permet de définir l'intégrale d'une fonction à valeurs 
aléatoires indépendantes et la dérivée d'un processus de Wiener-Lévy. 
La généralisation des produits infinis était connue comme exponentielle 
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d'une intégrale. Celle qui est définie ici permet d'étudier directement 
des produits connus pour des matrices ou des noyaux intégraux par 
exemple. 


On verra aux chapitres 5 et 6 que les méthodes exposées précé- 
demment permettent de nombreuses applications au calcul des probabi- 
lités et à la statistique mathématique telles que la généralisation des 
équations de Kolmogoroff et la solution d'un problème pratique qui se 
pose dans certaines papeteries. 


À ce sujet je remercie M. Samuel-Lajeunesse, Directeur de la 
C.E.N. P.A. qui m'a autorisé à faire quelques expériences dans l'une 
de ses usines. 


Je remercie M. le Professeur Darmois qui m'a aidé de ses con- 


seils au cours de ce travail et a bien voulu présider le Jury ainsi que 
MM. Dugué et Pisot qui ont bien voulu en faire partie. 
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CHAPITRE | 


SUR LES RELATIONS ENTRE LES VARIABLES ALÉATOIRES 
DÉTERMINÉES PAR UN MÊME ÉVÈNEMENT 


Le travail suivant a pour objet l'étude des différents aspects pos- 
__ sibles d'un même évènement et les relations entre ces aspects. 


Etant donné un évènement, nous pouvons toujours trouver dans 
les circonstances qui l'accompagnent, un grand nombre d'aspects dif- 
férents, on pourrait même dire une infinité d'aspects différents. 


Si nous considérons le jet d'un dé nous pouvons nous intéresser 
au nombre de points portés par la face supérieure, mais également au 
nombre de points portés par une des faces latérales, celles par exemple 
que l'on voit successivement du Nord et de l'Est. On pourrait également 
s'intéresser au gaindela partie si ce jet de dés est celui qui doit en dé- 
cider et à la fortune des joueurs telle qu'elle en résultera. On peut éga- 
lement s'intéresser à la position du centre de gravité du dé définie par 
ses coordonnées. Si l'on considère l'une quelconque de ces variables 
que nous venons d'envisager et si l'on considère le comportement des 
autres variables en fonction de celle-ci différents cas peuvent se pré- 
senter. Prenons pour fixer les idées le nombre de points portés par la 
face supérieure comme variable principale. Ce sera une variable pou- 
vant prendre l'une des six valeurs entières numérotées de 1 à 6. La 
donnée de cette variable déterminera complètement le gain de la par- 
tie et par conséquent la fortune des joueurs à la fin de celle-ci. Par 
contre, il estbien évidentque les coordonnées du centre de gravité peu- 
vent être choisies arbitrairement quel que soit le nombre de points por- 
té par la face supérieure. 


Les premières variables dépendent d'une façon certaine de la 


variable aléatoire principale. Les dernières n'en dépendent certaine- 
ment pas. Nous dirons qu'elles en sont faiblement indépendantes. Mais 
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il existe des variables qui n'entrent ni dans l'un ni dans l'autre de ces | 
deux cas : par exemple, le nombre des points porté par une face laté- | 
rale ; dans ce cas nous dirons que ces variables dépendent stochasti- | 
quement de la variable principale. La variable Y définie par le nombre | 
de points porté par une face latérale est un nombre entier compris entre | 
1et6 bornes incluses ; mais quand le nombre X des points porté par la, 
face supérieure est fixé Y ne peut prendre ni cette valeur ni la valeur | 
correspondant au nombre des points porté par la face opposée. | 


Pour un dé donné, le nombre des points porté par la face opposée || 
une face donnée, est donné. Nous admettrons pour simplifier l'exposé | 
que les nombres des points portés par deux faces opposées diffèrent de | 


troisunités. Dans ces conditions la différence entre Y et X sera un nom- | 


bre différent de Oetde 3 ; autrement dit|Y - X| vaut 1, 2, 4 ou 5 ce que 
l'on peut écrire également : 


ME Ke Zrfmoctk 6) 


Z étant pris arbitrairement parmi l'un des nombres 1, 2, 4 ou 5. 


Ainsi Ÿ estune fonction certaine de la variable X et d'une varia- | 
ble Z faiblement indépendante de X. Nous allons démontrer qu'il n'existe | 


pas d'autre mode de relation entre deux variables liées à un même évè- 
nement que ceux que nous venons d'envisager. 


Remarquons que l'exemple traité ci-dessus ne suppose nullement | 
que les variables soient probabilisées (il peut très bien s'agir d'un dé 
pipé de façon inconnue). 


Nous exprimerons que les Y, et X; sont liés à un même évène- || 
ment en posant que si les Y; peuvent prendre leur valeur dans des en- || 
sembles N; pour tout système de valeurs Y, assignées aux Y, on peut || 
trouver au moins un système de valeurs x; prises dans des ensembles || 
Ni que l'onpuisse assigner aux X; et réciproquement. Nous dirons que il 
les X; et Y; appartiennent à un même champ. Cette relation est mani- | 
festement réflexive ; de plus, elle est transitive : si les X, et les Y; ep: 
partiennent à un même champ et si les Y et les Z appartiennent à un || 
même champles X; et les Z, appartiennent à un même champ. En effet, If 


les Xi étant donnés on peut trouver les Y, donc les Z, et réciproque- 
ment. 


SYSTEME DE VARIABLES : 
Nous dirons que Y appartient au système S des variables X; si Y 
appartient au champ des X; et si les valeurs x; des X, étant données la 


valeur y de Y estfixée d'une façon unique, il existe des systèmes de va- 
riables. En effet, on peut toujours considérer le système constitué par 
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_ la seule variable X et les fonctions certaines de cette variable. Nous 
appellerons (X) un tel système. Nous dirons qu'un ensemble F de va- 
riable Y; appartient au système S si pour tout Y; appartenant à l'en- 
semble F, Y; appartient au système S. Tout Z appartenant au système 
S' des Y appartiendra au systèmes. 


Nous dirons que S' estunsous-système de S si tout Z appartenant 
au système S' appartient au système S. En particulier tous les (X) sont 
des sous-systèmes deS. 


Par définition nous dirons que les systèmes S et S' sont équiva- 
lents sitout X; appartenant au système S appartient au système S' et si 
tout X , appartenant au système S' appartient au système S - autrement 
dit chacun d'eux est un sous-système de l'autre il est évident qu'il est 
possible de trouver deux définitions du système telles que les systèmes 
correspondant à ces deux définitions soient équivalents il suffit de définir 
_ par exemple un des systèmes S par les variables fixées de façon unique 
quand les valeurs d'un ensemble donné E de variables sont données et le 
système S' par les variables fixées de façon unique quand sont données 
les valeurs des variables d'un ensemble E' qui ne diffèrent de E que par 
la substitution à une (ou plusieurs) des variables d'une variable qui lui 
correspond bi-univoquement (leur correspondent). 


Nous dirons que Ÿ estfaiblement indépendant du système S si les 
valeurs x; des X; étant données, la valeur ydeY peut être choisie arbi- 
trairement dans un ensemble M donné quelles que soient les valeurs 
x: des X;. En particulier, si Y est constant, il est faiblement indépen- 
dant de tout S. 


Si Y est faiblement indépendant du système S il est faiblement 
indépendant de tout sous-systèmeS' de S et en particulier de tous les X. 


BHEOREME"T "1": 


Si Y est faiblement indépendant de la variable X, et si X appar- 
_ tient au système (Y) X est constant. 


Eneffet, supposons que X puisse prendre deux valeurs distinctes 
X1 et x2, chacune deces valeurs étant données, il est possible de choi- 
- sir Y dans le même intervalle. Soit y une valeur déterminée de cet in- 
tervalle ; il est possible de choisir pour X, x, ou x, ce qui est contraire 
à l'hypothèse que X appartient au système Y. 
BÉAHEOREME" I -"2";: 


Si Y estfaiblement indépendant de la variable X et si X appartient 
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au champ de(Ÿ} sans appartenir au système (Y) X est faiblement indé- 
pendant de Y. 


En effet, supposons que X puisse prendre ses valeurs dans un 1 
ensemble M, pour toute valeur x de M, Y prend ces valeurs dans un | 


ensemble M' indépendant de x, par conséquent pour toute valeur y de Y 


prise dans l'ensemble M' il sera possible de fixer à X n'importe quelle | 


valeur de l'ensemble M. Par conséquent la valeur y de Y étant fixée, on 


pourra assigner à X n'importe quelle valeur choisie dans un ensemble | 
M, identique à M et par conséquent indépendant de y ; par suite Y sera’|| 


algébriquement indépendant de Y. 


On remarquera que pour des variables appartenant au champ des | 
Y les hypothèses des deux théorèmes précédents sont contradictoires et | 


par conséquent nous avons épuisé tous les cas possibles donc. Si Y ap- 


partient au champ des X et n'est pas faiblement indépendant du système || 
(X),nous dirons qu'il est lié au système (X).Il résulte du théorème 2 que | 


Si est-lié à X, X est lié à Y; on dira que X et Wsontliés.SiY%est 


lié au système $S des X; quand les valeurs x; des X; sont données, la || 
valeur y des Y peut être choisie arbitrairement dans un ensemble M, qui || 


sera fonction des valeurs x; assignées aux X,. 


MHEOREME, 1-5: 


Si Y appartient au champ des X; il appartient au système des |. 


X; et d'une variable Z faiblement indépendante des X . 


Si Y est indépendant des X, on peut prendre pour variable Z la | 


variable Y elle-même. Si Y est lié aux X, on peut prendre pour varia- 
ble telle qu'on puisse définir une application de l'ensemble M, sur l'es- 
pace des échantillons de Z quelles que soient les valeurs x (on pourra 


prendre par exemple l'espace produit de tous les M, ce qui démontre | 
l'existence d'au moins une telle variable. Il va de soi que cette variable || 
ne sera pas la plus simple que l'on puisse choisir. À ce propos, si l'on | 
se reporte à l'exemple traité précédemment on voit que l'on a pu prendre | | 
un ensemble formé de 4 points seulement alors que l'espace-produit en | 


eût compté 45). 
REMARQUES : 


1/ - les X étant fixés Z est déterminé par Y. 


2/ - Sil'ensemble M, se réduit à un élément quel que soit X, Y | 


est une fonction certaine des X. C'est le cas où Y non seulement est lié 
aux X mais encore appartient au système des X. Si X et Y sont liés, ou 
bien Y appartient au système des X ou bien il ne lui appartient pas ; si Y 
appartient au système des X c'est une fonction certaine des X. Si de plus, 
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X appartient au système des Y, à tout x correspond un y et réciproque- 
ment ; il y a entre X et Y une correspondance bi-univoque. Nous dirons 
que X et Y sont liés bi-univoquement. 


Si Y n'appartient pas au système des X, ou bien X est une fonc- 
tion certaine de Y ou il n'appartient pas au système des Y. Dans ce cas, 
nous dirons que X et Y sont liés stochastiquement. 


En résumé, siX et Y appartiennent à un même champ, nous som- 
mes dans l'un des cinq cas suivants : 


1/ - X et Y sont faiblement indépendants 
2/ - X et Y sont stochastiquement liés 
3/ - X et Y sont liés bi-univoquement 
4/ - X est fonction certaine de Y 

5/ - Y est fonction certaine de X. 


Toutes les variables qui appartiennent à un même champ ne for- 
ment peut-être pas un ensemble ; ou du moins je n'ai pas démontré 
qu'elles en formaient un (1) - Mais dans la suite de ce travail, je ne 
considérerai que des ensembles de variables qui appartiennent à un mé- 
me champ. 


Dans ce cas, il sera possible d'établir le théorème suivant : 
THEOREME I - 4 : 


Etant donné un ensemble E satisfaisant à l'axiome de Zermelo 
de variables Y; appartenant à un même champ. il est possible de trouver 
un ensemble B de variables X; faiblement ndépendantes au système 
desquelles appartiennent les Y;. 


DEFINITION : 


L'ensemble B sera appelé la base du système. Soit B, un ensem- 
ble de variables aléatoires faiblement indépendantes et EX l'ensemble 
des variables de E qui appartiennent au système de base B,. 


Soit Y, une variable de E qui n'appartient pas à E,. Ou bien 
Y, est faiblement indépendant de B, et on pose X,; = Y ,; ou bien YX est 
lié à B, etilexiste une variable X, faiblement indépendante de By (puis- 
que Y, n'appartient pas au système de base B,) telle que Y,X appartienne 
au système de base B, XL. Les variables qui constituent l'ensemble 


) J'ai cependant utilisé l'expression ‘'appartenir à” car elle ne présente aucune am- 
biguité. 
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Bx XX sont faiblement indépendantes ; Donc, l'on peut poser : 


Biui = Br, XX et en déduire un ensemble Exr1. L'ensemble 
Ex+1 contient l'ensemble EX ; nous pouvons donc déterminer une suite 
strictement croissante d'ensembles E, auxquels correspondent des en- 
sembles B, formant également une suite strictement croissante. D'après 
le théorème de Zermelo, la suite E, possède un élément maximal iden- 
tique à E auquel correspondra pour la suite B, un élément maximal que 
l'on posera identique à B. 


Soit une variable Y appartenant à un système S de variable X et 
soit x, un ensemble de variables indépendantes ; nous pouvons toujours 
considérer cet ensemble de variables comme une variable unique défi- 
nie sur le produit des ensembles sur lesquels sont définis les x; de sorte 
que tout ce qui a été dit sur la correspondance entre y et une variable 
x est encore valable pour celle entre Y et un ensemble x; de variables 
indépendantes. 


Dans la suite nous continuerons à parler de correspondance en- 
tre Y et X pour simplifier mais il est clair que la théorie sera encore 
valable si on remplace X par un système de variables indépendantes. 


On appellera sous-base d'une base donnée tout ensemble de va- 
riables appartenant à la base. Si Y est faiblement indépendant d'un sys- 
tèmeS de base B,C B il est faiblement indépendant de tout sous-système 
de base B2c B1 ; donc, si Ÿ est faiblement indépendant de B, et B, il 
est faiblement indépendant de B, A BB. Si Y appartient au système de 
base B,c B il appartiendra à tout système de base B22 B1, BC B. 
Donc, si Y appartient aux systèmes de bases B, et B il appartient au 
système de base B: U B2. 


DÉROREMENN 5% 


Soit 2 sous-bases B, et B complémentaires, si Y est fonction 
des X, € B, il est faiblement indépendant des X,€ B2. 


En effet, si les x; étant donnés Y est déterminé, on peut fixer 
arbitrairement les valeurs des x; et celle de Y, car si nous nous don- 
nons la valeur y de Y, il existe un système de valeurs X; = x, X, = x, des 
X, et des X, pour lesquelles Y prendla valeur y ; Y étant déterminé par 
la donnée des seuls x; on aura Y = y pour X; = x; X, = x! quels que 
soient les x" , donne en particulier si ce sont les valeurs fixées à l'avance 
pour les x. La réciproque de ce théorème n'est pas vraie : Si Y est indé- 
pendant des X; sans prendre la même valeur pour deux systèmes arbi- 
traires de valeurs attribuées aux X; quandles x; sont fixés... On ne peut 
rien dire de la relation entre Y et les X,. 
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Si Y est fonction des X; nous dirons qu'il est fortement indépendant 
des X; . Pour que Y soit fortement indépendant des X; il fautetil suffit 


que y prenne la même valeur quelles que soient les valeurs x, attribuées 
aux X, pour un même système de valeurs x, attribuée aux k.. SIAYSE SE 


_ fortement indépendant des Xj et si B€ B;, Y estfortement indépendant 


des X. Eneffet, Y appartient au système des X, en posant B-C B, puis- 
que B;C B,. 


Les variables appartenant à la base sont fortement indépendantes 
entre elles. En effet, X; appartient à tout système de base B, telle que 
Xi € B1 donc est fortement indépendant de tout B, tel que Aie B; etsen 
particulier de X, tel que X, FX. 


MHEOREME I - 6 : 


Si Y est fortement indépendant des éléments de B, et de B, il est for- 
tement indépendant des éléments B, U BB. En effet, posons : 


X; Æ Xi 
 : 
Xk = Xk 
X1 m2 


des X qui lui correspond. 


Y étant indépendant des éléments de B:, on a la même valeur 
PV pour Xj = 0x! 


j j 
Xk 7 X'k 
X1 = X1 
quels que soient les x! et les x', ; mais puisque Y est indépendant des 
éléments de B, , on a la même valeur Y = y pour X, - x 
X; = x! 
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Xk = Xk 
X 


quels que soient les x'. 


On peut doncse fixer arbitrairement y et les valeurs des X; des || 
X; etdes X,, deux systèmes quelconques x; Xj Xy etx, Xi x x, de valeurs ||} 


ds X;, X,; 4. donnant la même valeur y à Y pour un même one de ||} 


valeurs x des X. Par suite 
Y est fortement indépendant de : 
Biy B2 = C(CB: n CB») 


Donc, si Ÿ appartient aux systèmes de bases B, et B2, il appartient au | 
système de base Bin B >. 


SoitH}, un ensemble de variables X; fortement indépendantes de | 
VaetisSoittt si H}, la réunionétant Are ous les H; possibles. Tout 


ensemble de variables X, sera inclus dans H et toute variable fortement || 


indépendante de Y sera élément de H. Y appartiendra à un système de | 
base P = CHet il n'existera pas de système de base QC PetQ dif- 
férent de P possédant la même propriété. En effet, s'il en existait un, 
Y serait fortement indépendant du système de base CQ donc CQCH et 
IEC lo)Ie 12 = NXQ) 


P s'appellera la base minimum dont dépend Y. 


Nous dirons que Y, est fortement indépendant de Y, si quelles 
que soientles valeurs x; des X; dont dépend Y:, Y, prend la même va- 
lzur pour un système donné x; des X, dont dépend Y,. Ceci implique les 
bases minimum dont dépendent Y, et Y, soient disjointes. Réciproque- 
ment, si les plus petites bases dont dépendent Y, et Y, sont disjointes 
quelles que soient les valeurs x; des X; dont dépend Y; la valeur y2 de 
Y, sera déterminée de façon unique par la donnée x; des X; dont dépend 
Y, ; et Y serafortement indépendant de Y, : on dira que VW et Y2 sont 
fortement indépendants. 


OPÉRATIONS SUR LES VARIÉTÉS 
APPARTENANT A UN MÊME CHAMP 


I - CORRELATION ENTRE DEUX VARIABLES - 


Si nous considérons Y stochastiquement lié à X, à tout x nous 
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avons fait correspondre pour y un ensemble M, de valeurs possibles que 
nous appellerons ensemble des échantillons de Y pour x et nous dirons 
que cet ensemble est correllé à x ce que nous noterons M, = y(x). 


Si X peutprendre des valeurs dans un ensemble A, Y peut pren- 
dre ses valeurs dans un ensemble M qui est la réunion des M, pour tou- 
tes les valeurs de xC À, ensemble que nous noterons y(A) = LJ ’ M, nous 

x 


dirons que (A) est correlé à A. La relation entre les ensembles A de 
valeurs de X et les ensembles (A) de valeur de Y s'appellera la corré- 


| lation de X à Y. 


Sinous nous disons que les variables X et Y sont correllées. Si 
de plus X est stochastiquement lié à Y à tout y il correspond un ensem- 


» ble de M, de valeurs de x telles que l'on puisse avoir X = x; Y = y 


ensemble que nous appellerons ensemble estimateur de x pour y j'aurais 


._ doncune corrélationde Y à X que je noterais y-1 si je note y la corré- 


lation deXenY.Siy€ M, jepourrais avoir simultanément X = x Y = y 
donc x€ M, ce qui montre que 


x E yl(r(x)) 


de façon plus générale si x € À il existe y € y (A) telque l'on puisse 
avoir X = x Y = y donc 


AN OLA) 


delaméemefaconsi VE bBuilexister € "ae (B) tel que l'on puisse avoir 
PS = donc 
pente) 


Etudions maintenant les propriétés des corrélations ; on a évi- 
demment 
y(UA,) = U y(A;) 


A,CA; —y(A;1)cy(A2) 

Pour étudier y(N A;) posons NA; = B j'aurais BCA quel que soit i 
par conséquent y(B) © y(A,) quel que soit i. Donc Y(B) CMY(A;)etpar 
suite 

(NA, )ENY (A) 
Si j'appelle L l'ensemble de toutes les valeurs possibles pour X, M 
l'ensemble de toutes les valeurs possibles pour, Y j'ai:y(L) = M. De 
E— A{,CA je tire l (A), y(C A) = M donc 

C y(C A)C y(À) 


Si j'ai l'égalité C (CA) = Yy(A) quel que soit À cela prouve que je ne 
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peux pas trouver X, € À X2 € CA tels qu'il leur corresponde une même | 
valeur pour y ; donc À étant quelconque, à tout y il ne correspond qu'un || 
xetx est une fonction certaine de y. Réciproquement si x est une fonc- | 


tion certaine de y, à deux x différents correspondent deux y différents, 
(A) et y(CA) ne pourront avoir de points communs donc 


F(CA)CC Y(A) y(A)CC Yy(CA) et en vertu de la relation ci-dessus qui | 


est encore vraie 
C'Y(CA) = YA) 


Cette relation entraîne en posant CA, = B, et en portant dans la 
formule 
y(UCA;) = Uy(CA;) 
on a 
C NA) = UCYy(A;) 
y(NA:) = MNy(A:;) 
réciproquement si quels que soient les À, on a : 
y(NA;) = My(A;) 


en prenant À et CA pour À; on a : 


Y) - Y(AACA) (A) AT(CA) 


si de plus 
x(P) = D 
On a 
Y(A)E C y(CA) 
donc 


YA) ENCTICA) 


Il en résulte trois conditions : 


Cy(A) = y(CA) quel que soit A ; 


MNy(A;) = y(NA;)quels quesoient les À, ; x) =p > | 


X est fonction de Y ; 
sont équivalentes. 


Si Y est faiblement indépendant d'une ou plusieurs variables ap- 
partenant à la plus petite base dont dépende S nous dirons que Ÿ leur est 


correllé au sens large. 


Si on cherche à définir une corrélation entre une variable Y et 
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une variable X qui lui correllée au sens large on a un ensemble des 
échantillons de Y qui est identique à M ; d'où y (A) = M comme quand 
Y est strictement indépendant de X. Réciproquement si étant donné Y et 
une variable X (ou un ensemble X, de variables) appartenant à la plus 
petite base dont dépende Y, la corrélation de Y à X vérifie la relation 
Y(x) = M, Y estfaiblement indépendant de X. En effet pour tout x il est 
possible de choisir Y - y E M. 


Comme précédemment pour simplifier l'écriture et le language, 
nous remplacerons un ensemble de variables indépendantes par une va- 
riable unique de sorte qu'une répartition de la plus petite base dont dé- 
pende Ÿ en 2 ensembles disjoints pourra s'écrire X,, X, et l'on aura 
Y = f(X1, X2) soit y la corrélation de Y à X;, nous pourrons écrire que 
ÿ (xX1) est l'ensemble de toutes les valeurs Y - f(x,, x,) ou x, est fixe 
et x2 prend toutes les valeurs de l'ensemble des valeurs possibles pour 
X2. 

Nous avons donc une application de l'ensemble L, sur un sous- 
ensemble de l'ensemble M. Y est indépendant de X, si quel que soit 
X1 cette application est une application de L, sur l'ensemble lui-même. 


Supposons maintenant qu'au lieu de connaître y pour tout élément 
de [2 nous ne connaissions y que pour les éléments d'un ensemble M de 
L, qui sera dit valeur approchée de L.. 

Pour toutx, nous pourrons définir l'ensemble des valeurs de 


f(X1, X2), pour x, (À que nous appellerons ÿ,(x,). Nous pourrons définir 
comme précédemment. 


LOS IS 


Yn sera dite corrélation approchée à la précision M de Y à X1. 
Les théorèmes 
A C À» = a 1) € Yy(À 2) 
HU AS) UT (AN 
Yu (NA) CNyu (A) 
CHACA Cry, (A) 
se démontreront de la même façon que les théorèmes correspondants 


pour y. De plus si je considère différentes corrélations approchées à 
M; près et les ensembles Yÿy (À) correspondants à un même ensemble 
i 
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À dans ces différentes corrélations j'ai les mêmes ensembles que ceux! 
que j'obtiendrai dans la corrélation approchée à A près de Y à X2 pour! 
les ensembles M, j'aurais donc | 


MAN (A) € fA) | 
(MU AIO ENT EEE | 


Y nu, (A) ti Ce) 
C yy (CA) € yu(A) 


Si quel que soit M y, (A) = y,(B) quels que soient À et B, Y est stricà| 
tement indépendant de X,. En effet si cette propriété a lieu elle entraîne! 
Ya(M) = y$(M) quel que soit M À et B donc f(x, x2) = f(xi, Xx2) quels! 
que soient x, x, et x,s. On peut se fixer arbitrairement y et x, en effet /| 
y étant donné il existe un système de valeur x,, x, auquel correspond || 
y = f(x, x,) mais f(x,, x) = f(x\ x,) quel que soit x}. x2 étant fixé} 
f(x! x2) ne dépend pas de x{. 


Considérons maintenant 2 variables quelconques Y, et Y, appar- 
tenant à un même champ. Si elles peuvent être définies en fonction de || 
2 systèmes de bases disjointes B; et B, Y, et Y, sont indépendants. || 
Sinon YŸ, et Y, appartiendront à B = B1 B2. Soit A1 et A2 les plus pe- | 
tites bases de 6 dont dépendent Y, et Y,, À, A, peut être vide comme | 
dans le cas précédent et Y, et Y: seront indépendants. 
Dans le cas contraire on posera : 


Di 7 Ain C À 
D; = A2nC À: 


DS SA 


D'e dépendra de D, et D, ; Y, dépendra de D,: et D.. 


Soit y, la corrélation de D, à Y, et 


ÿ2 la corrélation de Da à Yo 


Sil'onsefixe la valeur yyde Y, il sera possible de se fixer les valeurs 
d, de D, et d, de D, àconditionque d,; € y"{y1) (à étant alors déter- || 
miné par d3). Mais d3 étant fixé, Y2 peut être alors choisi dans Y2 (d 3) | 
à condition de prendre convenablement d2. Puisque l'on peut 5e fixer || 
simultanément d, et d, on pourra choisir Y, arbitrairement dans l'en- || 
semble défini par | 


30 | 


OT) 


On peut donc définir une corrélation de Ya Y, par“ 


1 
Il 
j 


| TN CT, )) 
et par : 
NES RUE Rae RAR 


Y € A 
de la même façon, on peut définir la corrélation de Xsoe V, Dar 


BE CNE L020) 


PE A 
II - SUPREMUM ET INFREMUM D'UN ENSEMBLE DE VARIABLES : 


Si nous considérons un ensemble G de variables prenant leurs 
valeurs dans un même ensemble E ordonné, nous pouvons définir une 
relation d'ordre sur Gen posant que Y, < Y, si pour tout système de 
| valeurs x; attribuées aux X; on a : Yi < V2. La relation ainsi définie 
est bien une relation d'ordre ; en effet : 


Psion a Me lañois Y, < Y, 


Ne 


c'est que pour tout système de valeurs x, attribuées aux X, on a, à la 
_ fois, Y < Y2 Y < Y doncy, = y, etpar suite, les deux variables sont 
_ identiques : 


211-091 l'On a, à là (01, VV LYS Lc'estiquelpour tour 
système de valeurs x; attribuées aux X1: 


M < Ya Y2< Ya donc:y1< ÿy3 ; et par suiteona 


Si E est un treillis, l'ensemble des variables qui appartiennent 
à un même système et qui prennent leur valeur dans E est un treillis. 
Eneffet, étant donné un sous-ensemble G de ces variables, on peut tou- 
jours définir un supremum et un infremum des variables de G. On po- 
sera : 

Z3 = Sup (X;) et la variable qui pour tout système de valeurs 
x, attribuées aux X, prend la valeur z, = Sup (y). 


Z =. Inf (Y,) et la variable qui pour tout système de valeurs 


x attribuées aux X; prend la valeur z2 = Inf (y;). 


Eneffet, toute variable Z qui est supérieure à tous les ÿ; à, pour 
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un système de valeurs x, attribuées aux X,, une valeur z supérieure ou 
égale à tous les y; donc supérieure ou égale à : Sup (y;,) et par con-| 
séquent on a : Z > z, quels que soient les x;. Donc Z 2 Z:. 


De même, siZest inférieure ou égale à tous les Y,, elle a pour! 
tout système de valeurs x, attribuées aux X;, une valeur z inférieure oul 
égale àtouslesy; ; donc inférieure ou égale à Inf (y; ) et par conséquent, 
on a :zZ < Z, quels que soient les x; ; donc Z < Za. 


REMARQUES - (|| 

i/ - Etant données les variables Y, quelconques, il n'y a géné-| 
ralement pas de relations d'ordre entre elles, car l'ensemble des va-\|| 
riables appartenant à un même système n'est pas totalement ordonné.| 
Par suite, Sup (Y; ) et Inf (Y;) ne sont généralement pas égaux à l'un | 


des Y . 


2/ - Quelles que soient les variables Le on a la relation : 


Inf (Y;) < Y, < Sup SALE étant l'un quelconque 
des de puisque quels que soient les x, on a : 


Inf(y,) < y,< Sup (y;) 


SiE estuntreillis distributif les variables aléatoires appartenant | | 
à un même système et prenant leur valeur dans E forment un treillis || 
distributif. | 


En effet, on a quels que soient les x, : 
Sup [y,, Imf(yx, ÿ1)] = Inf[Sup (y,, x), Sup (y,, m)] 
Donc : 


SUbiY nf (Y.. Y.)= Inf [Sup (QE PEU Ne ES D 
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CHAPITRE II 


ÉTUDE DES ENSEMBLES CLASSIFIÉS 


Nous avons vu que l'étude des variables aléatoires déterminées 
par un même évènement se ramène à celle des fonctions y d'une variable 
x qui décrit un ensemble E. 


Quand un statisticien étudie une variable X à valeurs dans F au 
moyen d'un système de valeurs de Y il les répartit en un nombre fini 
ou une infinité dénombrable de classes qui sont des ensembles disjoints 
Q ; d'éléments de F dont la réunion recouvre F. 


Si nous considérons les ensembles P, d'éléments de E dont 
l'image est élément de Q; deux tests ensembles sont disjoints car s'ils 
avaient un point commun son image appartiendrait à 2Q, ce qui est im- 
possible puisque les Q,; sont disjoints. 


Comme il y a une correspondance bi-univoque entre les Q, et les 
P, ilya un nombre fini ou une infinité dénombrable de Pi - les Pi for- 
ment donc une répartition en classes des éléments de E. Nous savons 
donc faire une répartition en classe #% des éléments de E. Si nous étu- 
dions plusieurs variables Y, ... Y, ... ousi nous étudions de plusieurs 
façons différentes la même variable Y nous obtiendrons plusieurs répar- 
titions en classes Te de AT de l'ensemble E. 


Nous nous proposons d'étudier la structure d'un ensemble E sur 
lequelnous savons déterminer une ou plusieurs répartitions en classe. 


PHEOREME II - 1 


Les répartitions en classes d'un même ensemble forment un 
treillis. 
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Nous pouvons définir une relation sur l'ensemble des répartitions 
en classes d'un ensemble E par la convention suivante : ‘x est plus fin} 
que La sitoute classe de x'estune unionfinie ou dénombrable de classes} 


de x"! 


Nous pouvons également définie cette relation par une autre con-!| 
vention : ‘'# est plus fin que t' si toute classe dex est incluse dans une 
classe de r'''. Ces deux conventions sont équivalentes. | 


1/ - Si toute classe de r' est une réunion finie ou | 
de Classes de x toute re B de x est incluse dans une classe de x'- 


est P; x ne serait pas élément de P. 

2/ - Sitoute classe de x est incluse dans une classe de x' toutei] 
classe de r' est une réunion finie ou dénombrable de classes de x. Toute! | 
classe P', de r' contient au moins une classe de x car si x est élément] 
de P' laclasse de P, de % dont xest élément, est incluse dans une classel| 
de ñ' qui est ontoicte avec Pi puisque son intersection avec P: n 'est] | 
pas vide. P€ P' | 


La réunion des P, pour tous les éléments de P! contient les 


donc : $ 
2) 1e P; 
x € P; 
Mais 
if Le P; 
XNEM PE 
Donc : : 


Ras 
XIE PE 
j 

La réunion est finie ou dénombrable car sinon l'ensemble desil 

classes de aurait une puissance supérieure ou dénombrable. | 


Ces conventions définissent bien une relation d'ordre car elles| 
sont transitives. (En effet toute union finie ou dénombrable d'unions| 
finies ou dénombrables est encore une union finie ou dénombrable) et] 
réflexives. (En effet soit P, une classe de y elle est incluse dans une] 
classe P, de 7x donc: 


Pere 
EE 
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Me RCE ch Pet 


les classes de x et r' sont les mêmes). 


Etant données deux répartitions en classes 7, et % de Eilexiste 
une classe r' formée par les intersections de toutes les classes de 
1 avectoutes les classes de 72. m' est plus fin que #1 et que —%2 puis- 
que toute classe de x' est incluse dans une classe de #1 et dans une 
classe de 7. 


Toute répartition en classes x plus fine que #, et que m est 
plus fine que y' ; en effet toute classe de #, et toute classe de T, est 
une union finie ou dénombrable de classes de x. L'intersection d'une 
classe de x, et d'une classe de w est l'intersection de réunions dénom- 
brables donc la réunion dénombrable d'intersections d'éléments de 
7x deux à deux, ces intersections sont soit vides, soit confondues avec 
un élément de x donc tout élément de æ' est une union finie ou dénom- 
brable d'éléments de x. Nous avons donc montré l'existence de la moins 
finie des répartitions plus fines que x, et de > . r' s'appellera le su- 
premum de #, et defæ2. La condition nécessaire et suffisante pour que 
T1 Soit le supremum de #%, et dem2 est que m1 soit plus fin que % . 


Il existe des répartitions en classes moins fines quen, et que 
To. La répartition triviale (tous les éléments dans une seule classe) 
est moins fine que toute autre. Supposons qu'il en existe plusieurs ; 
elles forment un ensemble G. Si x', et m2 sont des éléments de G, le 
supremum x" de m est aussi un élément de G. En effet si À, € f' et 
A, € ñ2 sont des unions finies ou dénombrables de classes de #1 et de 
T°. À, N A, en est également une donc tous les éléments de K!! sont des 
répartitions en classe de x, et de m2. Je dirai que #, est un élément 
maximal de G s'il n'existe aucun x, plus fin que =, €et appartenant à G. 


S'il existe un élément maximal, il n'en existe qu'un. En effet s'il 
enexistait deux #, et LE Sup ( Hp T ) ferait partie de F et serait plus 
fin que Th et 7, ce qui est contraire à l'hypothèse car il ne peut être 
confondu avec les deux que si Th et Ta sont confondus. 


Nous allons montrer l'existence d'au moins un élément maximal. 
S'il n'y en avait pas c'est que pour tout élément 7, on pourrait trouver 
un élément a Plus fin que m, il y aurait donc une suite ordonnée mi de 
répartitions en classes ; considérons les classes BR, des 7; qui con- 
tiennent le point x : ce sont les réunions finies ou dénombrables de classes 
de x, . 

Si n;, est plus fin que #,;, P, est union finie ou dénombrable de 
classes de x, parmi lesquelles se trouve P;, on a donc P;xkC Pjx. Les 
P;, sont des ordonnés par rapport à l'inclusion. 
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Considérons l'intersectionR, detous les P;, elle n'est pas vide | 
car elle contient au moins la classe de P, dont x est élément. Consi- 
dérons R, et R}; correspondant à deux éléments distincts x et x'. Ou 
bien pour tout x, R, et R{ sont inclus dans un même F; et sont donc 
définis par la même intersection donc confondus. 


Ou bien il existe un x, pour lequel les classes qui contiennent Rx et} 
R} sont disjointes et alors Rx, Rx = 0. | 

Considérons l'ensemble des R, distincts. C'est une famille dé 
sous-ensembles disjoints de E dont la réunion recouvre E. De plus à| 
toutR, je peux faire correspondre une classe de 7, qui lui est incluse. | 
Toutes ces classes sont distinctes puisque disjointes comme contenues || 


(| 


dans des ensembles disjoints. Donc la puissance de l'ensemble des R, est] 
inférieure ou égale à la puissance de l'ensemble des classes de 7x .|| 
L'ensemble des R, est donc fini ou dénombrable, | 


Nous avons donc ainsi défini une répartition de E en classes, Il 
Cette répartition en classes x est moins fine que P, . En effet la classe | 
C, de m1 dontxest élément, est incluse dans toutes les classes P;, car | 
si C, ne faisait pas partie de la famille de classes x,dont la réunion || 
définit. P,,, EH, necontiendrait pas le point x. Donc C, est inclus dans/| 
l'intersection R, des P, C,CR,. 


De la même façon on démontrerait que % est moins fin que %2 don | 
rt est un élément de G. 


r est plus fin que tout #%,. En effet toute classe R, est contenue 
dans la classe P,, de x. ll 
(fl 

Il existe donc un élément de G plus finque tous les #;. Puisque x | 
n'est pas maximalilexiste 7, plusfinque % et ainsi de suite on peut donc || 
définir une nouvelle suite ordonnée %, d'éléments de G à partir de laquelle || 
on peut définir 3 et continuer ainsi transfiniment., L'ensemble l'des) 
éléments x obtenu par cette méthode est formée d'éléments de G.Il ail 
donc une puissance inférieure ou égale à celle de G. S'il n'a pas de der-| 
nier élément sa puissance est supérieure à celle de tout ordinal transfini|l 
ce qui est contradictoire. | 


Nous avons donc montré l'existence d'un élément maximal x"! de} 


avec x etr serait un élément de G plus fin que 


1! 


x s'appellera l'Infremum de %, et T2 


KR = Inf (#7) 
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e 4e . . 
a condition nécessaire et suffisante pour que : 


Ne - Inf fr, : To) est que w, soit moins fin que 7m, . 


CLASSIFICATIONS 


| Nous nous intéresserons aux familles ordonnées et dénombrables 
le répartition en classes de E. Nous appellerons classification de E une 
‘elle famille et nous dirons qu'elle détermine sur E une structure d'en- 
semble classifié. 


Soit une partie M de E formée par une réunion finie ou dénom- 
>rable de classe de x,. 7; et la famille des ñ, plus fins que %; déter- 
ninent sur M des répartitions en classes r'; en effet M est union finie 
u dénombrable de classes des x, que l'on peut considérer comme des 
lasses des x'!. D'autre part la relation d'ordre entre les 7%}; est la mê- 
ne que la relation d'ordre entre les x., en effet si tout P, élément de 
(7 plus fin que x, estinclus dans Es élément de 7, ; mais PK est élé- 
nent de x, et F de x; donc toute classe de #£ est incluse dans une 
lasse de Fi Ë 


M sera donc également pourvue d'une structure d'ensemble classifié. 
Nous dirons que M est une partie classifiée de E si M est union finie 
u dénombrable de classes appartenant à l'un quelconque des # . Plus 
sénéralement nous appellerons parties C - classifiées tout élément de 
a 2 - algèbre de Boole engendrée par les classes appartenant aux ré- 
Jartitions en classes de la classification C et nous désignerons par 
5(C) cette x - algèbre de Boole. Quand il n'y aura pas ambiguité nous 
lirons partie classifiée et S. Si nous considérons les classifications 
7 et C déterminées : 


C, par les répartitions 7 M2... M... 


C, par les répartitions m,... M... 
Jous avons : S(C1) —= S(C2), en effet : 


Considérons une union finie ou dénombrable de P,, (1 < i) ap- 


artenant aux répartitions 7%, %2... 7%; c'estuneunionfinie ou dénom- 
rable de Pi; et de P;; (2201); 


En remplaçant les Pi; par des unions finies ou dénombrables de 
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P2;, nous avons une réunion finie ou dénombrable de Pi; (2 < i). 


Réciproquement une union finie ou dénombrable de Pi; (LE 
est une union finie ou dénombrable de P GG < 1) 


D'une façon plus générale on peut supprimer de la famille x; ul 
ensemble fini de 7, sans modifier S(C). De même on peut rajouter de 
répartitions moins fines que la première répartition. | 


Les propriétés les plus intéressantes des classifications ne con) 
cernent que les parties classifiées qui sont les éléments de S(C). Noul} 
sommes amenés à considérer comme équivalentes les classification|] 
C; qui engendrent la même) algèbre S(C; ). Nous dirons que les C; eni] 
gendrent la même classification. 


Quand nous nous intéresserons à la famille des 7; au moyen di 
laquelle nous avons défini la classification C nous la désignerons soup 
le nom de base de C de sorte que compte tenu de la convention précéi| 
dente nous pouvons dire que différentes bases engendrent la même clasi 
sification. | 


Soit une famille dénombrable de parties classifiées disjointes 
recouvrant E. Elle forme une répartition en classe x(E)six n'appartie 
pas à la base qui nous a servi à définir C nous pouvons trouver une autr|| 
base de C dont x soit élément. | 


Il suffit par exemple de prendre : 


TE UD 200), UDI(R A) 


qui forme une famille dénombrable de répartitions en classes de plus el 
plus fines. | 


La classification C' définie par cette base est équivalente à 


1/ - Toutesles classes de cette nouvelle classification sont del 
intersections de classes de x qui sont des parties classifiées de S(Q] 
avec des classes de x, qui sont aussi des éléments de S(C) donc la } 2] 
algèbre de Boole S(C') est engendrée par une famille d'éléments de Ste) || 
S(CiNeSs(C) (| 


2/ - Toute classe de C est réunion des intersections de cettil 
classe avec les éléments de x or, toutes ces intersections, sont élék 
ments de S(C') donc toute classe de C est élément de S(C'). S(C) edf 


engendré par une famille d'éléments de S(C') et par conséquent S(C) cS(C!| 
donc : S(C) = S(C!). | 
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En résumé toute famille dénombrable de parties classifiées d'une 
lassification C de E, disjointe et recouvrant E est une répartition en 
lasses appartenant à une base d'une classification de E équivalente à 


Plus brièvement nous dirons que c'est une répartition associée à C. 


ÆEOREME II - 2 : 
| 


| L'ensemble des classifications de E est un treillis. 


Nous pouvons définir une relation d'ordre sur l'ensemble des 
lassifications de E en posant que C' est plus fin que C'' si S(C'')=S(C') 
t réciproquement. Nous avons bien une relation d'ordre. 
| 
| PES PCM eStpius fin que CMS(CM)SS(C")=S(C!) 


Buc, Chest plus fin que. CM 
2/ - Si C' est plus fin que C'"' et C" plus fin que C', ona : 
| 

s(C')es(C') 

S(C')e S(C") 

SC =S(C") 


t les classifications S(C') et S(C'') sont équivalentes, Si C' et C" sont 
léfinis par deux familles de répartitions w;j et wi nous pouvons poser : 


Sup (Ti, fi) 


a 
il 


HAL Gone) 
a classification C définie par les æ est le Supremum de C' et Ce 
Mn effet, toute unionfinie ou dénombrable de classe de x! est union finie 
u dénombrable de classe de x; donc appartient à S(C). Il en résulte que 
out élément de S(C') appartient à S(C); S(C')c S(C) 


De même : S(C'')}ES(C) ; donc : 
s(C'),[SC")E S(C) 


D'autre part, supposons qu'une classification C soit plus fine que 
et C''. Elle contient toutes les classes de C' et C'' comme parties 
lassifiées ; donc toutes les intersections des classes de x; avec celles 
e ni c'est-à-dire toutes les classes de 7; et par suite, tous les élé- 


nents de SC). Elle est donc plus fine que C ; C est donc la moins fine 
les classifications plus fines que C' et C". 
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Nous avons donc défini le supremum de C!' et C" : de la mêm 
façon nous verrions que C est la plus fine des classifications moins fil 
nes que C' et C'' et par conséquent définit l'Infremum de C' et ci 


REMARQUES : 


1/ - La démonstration précédente peut s'étendre par récurrenc}| 
etonpeut définir le supremum et l'infremum d'une famille finie de clash 
sifications. Mais on ne peut pas toujours définir le sup. d'une famill 
infinie (même dénombrable) de classifications. On peut toujours poser! 


CG Sup) | 
RSR) {| 


Les en forment une famille de classifications de plus en pluil 
fines. Elles ne définissent un supremum que si les C, sont équivalent, 
à partir d'un certain rang. | 


2/ - La famille des classes d'une classification qui contienne 1 
unpoint donné est ordonnée par rapport à l'inclusion. Soit P; la class 
de #7, qui contient x, P, la classe de T; qui contient x - Si #%, est plul 
fin que ; toute classe de x; est incluse dans une classe de K; don! 
P, est incluse dans une classe P} de x, mais comme il n'y a qu'un 
classe de 7x; quicontient x F' - PB P;C P;. | 


| 


Si nous désignons par P, l'intersection de toutes les classes dil 
C qui contiennent x ; les R, forment une famille d'ensembles dis joint 
qui recouvrent E. Mais cette famille n'est une répartition en classe qui 
sielle est dénombrable. Dans ce cas cette répartition est plus fine qui 
toutes les répartitions qui définissent la classification c'est-à-dire q 
la base de la classification possède un élément plus fin que tous les a 
tres (ce qui sera réalisé si toutes les répartitions sont identiques à pa 
tir d'un certain rang). Dans le cas contraire la famille R, n'est pas dé] 
nombrable mais a la puissance du continu. 


Un ensemble E sera dit séparable par rapport à C si étant do ! 
nés deux éléments x et y de E il est toujours possible de trouver deul 
classes P, et F, disjointes telles que : | 


x€P 

X 

EP 

Y y 
donc : x£ P 
Ye 
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Si E est séparable par rapport à C l'intersection des classes 
e C qui contiennent x ne contient que x car si elles contenaient y il ne 
‘erait pas possible de trouver PB tel que : y 1e 


Si E est séparable par rapport à C il a la puissance du continu 
ar l'ensemble des R, qui coïncide avec l'ensemble des éléments de E 
. la puissance du continu. 


JRDINATION D'UN ENSEMBLE CLASSIFIE : 


Soit un ensemble E pourvu d'une classification C définie au moyen 
les répartitions en classes : #,, ff, ... HW; la répartition y, ne com- 
iorte qu'une classe P, identique à E. La répartition x, comporte des 
‘lasses que nous noterons Pi; ; 
| 

La répartition #, comporte des classes que nous noterons 
P2) x avec Po;xC F; : 


Nous définirons ainsi de proche en proche les classes Pi. .uv 
Pr, QC PE :k,..u + Nous pourrons simplifier et unifier 
a notation en complétant à partir du dernier indice avec des zéros (étant 
ntendu que ces zéros sont inférieurs à tous les indices jk etc ... et en 
supprimant l'indice i qui est toujours égal au nombre d'indices non nuls 
jui le suivent, 


Dans ces conditions deux classes quelconques s'écriront F; 


| ki ne 
joko *-. les indices étant tous nuls à partir d'un certain rang, jamais 
ufs avant. 

En. : ; & 

Bi, j, nous dirons D ER 

De » > . . > 

ij, > j, nous dirons que RE pie 

 j, = j2 soit l le premier indice pour lequel on ait : 1; A FCon dira 
ue P. CRE 

L disccolzos..e J seol9ccoo 

Ni > > 

0 1...  H,../4..:5h° "Bk 


La relation ainsi définie est manifestement totale car on a tou- 
Ours P, ... $ P..... sauf-si l, = L, quel que soit l'indice 1 auquel 
as les deux classés sont identiques. 


Elle esttransitive : supposons P; ... < Pj,...,P 


OEM dE 


)ÿn a pour premier indice j, < j2 je $ js donc : ji $ js. Siles trois 
ndices ne sont pas égaux on a donc : jy < j3. 


A 


DONC IPS SENTE RER 
J1 J3 


> 


S'ils sont égaux, soit lle premier indice à partir duquel les troi | 
indices ne sont pas égaux : 


L'EAU RES L entraîne La l 


1 2 2 3 


mais l'égalité des trois indices étant exclue L < 1, 


dOnC AP ee nl PRAVRALUre 
Ji 3 


L J3 

Nous avons donc défimi une relation d'ordre sur l'ensemble def 
classes de la classification. Nous pouvons étendre cette relation d'ordrél 
aux ensembles R,. On pourra définir R, par une suite infinie d'indicef| 
non nuls et définir la relation d'ordre par la même convention que pré:| 
cédemment. Cette relation d'ordre est stricte : si l'on n'a pas identi4| 
quement l'égalité des indices correspondant mais dans ce cas les R, se (| 
raient définis par la même famille de classes incluses les unes dans lei| 


autres et coincideraient. Si la classification sépare E les R, cotnciden} 


CLASSIFICATION D'UN ENSEMBLE TOTALEMENT ORDONNE : 


Si nous choisissons un ensemble fini ou dénombrable N d'élémenti | 
x, de l'ensemble ordonné E, nous pouvons considérer que les x, son] 
ordonnés par la relation d'ordre sur E. Nous pouvons définir une répar;| 
tition en classes à partir despointsx . SoitxunpointdeE, six = x élé!| 
ment de N, nous dirons que x appartient à la classe P . Six Eile à] 
possible de définir une coupure sur N en plaçant dans l'ensemble A lei] 
x,, < x et dans l'ensemble B les x, > x. Si B n'est pas vide il a un pre] 
mier élément x; et nous dirons que x appartient à la classe P,. Si I 
est vide nous dirons que x appartient à la dernière classe (ou xd P, (| 


Tout x appartient à une classe et une seule, les classes sont eil 
nombre fini oueninfinité dénombrable (comme N) nous avons donc défini 
une répartition en classes T,. 


Remarque : 


Les classes sont de la forme [a < x < b]. Soit E, l'ensembll} 
des points de E qui appartiennent à la classe P;. Si nous choisissons ui 
ensemble fini ou dénombrable N; de points de PF; nous définissons sul 
E ; une répartition en classes qui nous détermine des classes Pij. | 
nous faisons de même sur tous les ensembles E, nous aurons une ré 
partition en classes x, de E qui est plus fine que E. | 
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Si nous continuons ainsi, de proche en proche nous définissons 
les répartitions 7, formant une famille dénombrable de répartition de 
lus en plus fine. Nous avons ainsi défini une classification C de E. A 
iartir de cette classification nous pouvons définir une relation d'ordre 
ur les classes de cette classification qui s'étendra aux éléments de E 
ï cette classification sépare E. Nous allons comparer l'ordination ini- 
iale de E et celle que l'on peut déduire d'une telle classification. 


Soient deux points x et y de E, il existe au moins une répartition 
in classes pour laquelle x et y appartiennent à une même classe. La 
‘épartition x, quine comporte qu'une seule classe en est une. Il existe 
les répartitions en classes x; pour lesquelles x et y appartiennent à des 
lasses différentes car sinononne pourrait pas trouver de classes P et 
«3 disjointes telles que x€e P,;, yE K. 


Définissons une coupure sur l'ensemble des indices en plaçant 
lans la première classe les i pour lesquels les classes de x%; qui con- 
iennentxety sont confondus et dans la deuxième classe les i pour les- 
Juels les classes de #x;qui contiennent x et y sont disjointes. Soit m, 
m + 1 le saut défini par la coupure, soit P, la classe de x, qui con- 
ent x et y, Fnsi),1 » P(m+1)1' 1eS classes de %n:+1 qui contiennent x et 
ÆSupposons |  <Ihpbour fixer les idées, donc : 1 < l!- 1, 


Nous aurons : X < X, Xj1_1 < Y 

Or, l'ordination des l étant la même que celle des KT Kyo 
Donc : x < x, tr VAN ONCE EX NY 

L'ordination déduite de la classification est la même que l'ordi- 
nation initiale, Nous dirons que la classification est compatible avec 
‘ordination de E. Si une classification est compatible avec la relation 
l'ordre sur E, toutes les classes sont de la forme : a < x < b. 

Si les classes P; et P, contiennent x; et xj, i < j sera équi- 
alent àx, < x,. Si Mon X;, On aura : x; < x} quels que soient 
! ! 
Le E x',€ 
BAEOREME II -"3 : 


Si deux classifications sont compatibles avec la relation d'ordre 
sur E et si elles séparent E, elles sont équivalentes. 


Montrons que toute classe de l'une est une partie classifiée de 


Biutre. Soit a-< x <-B_uneclassek dé CL, Soit a. Se xi< «pb; une classe 
le x, contenue dansK. Soitc; < x < d; laclasse de 7%; qui contient & ; 
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nous appelleronsR, la réunion de toutes les classes a; < x < b, si la] 
classe c; < x < d;. Nous poserons : || 


R =UR, 


Tout point x, de K différent de B appartientäunR,. En effet, si 
E est séparéparRilexisteunP,, etun BR, disjoints, tels que x€e Pix 
«€ P,,. Demême, ilexisteunP,, etun Pi 8 disjoints ; nous prendroné| 
celle des deux classes qui est contenue dans l'autre si elles sont dis:| 
tinctes. Soit P,, cette classe ; ellesest dela forme,a <exm<upe aved 
«< a,et DERSSPE donc, elle est incluse dans l'ensemble K. Donc top 
point deK à l'exception peut-être de f appartient à R mais f appartienp 
àtous lesS, donc c'est le seul point de 5, par conséquent K est contenil| 
dans R}, SE 


Tout point qui n'appartient pas à K n'appartient à aucun 14 
R, doncilne peut appartenir à R. Comme S$S ne contient que f il ne peull 
non plus lui appartenir ; donc : | 


Comme R et S sont des parties classifiées K l'est également. 


CLASSIFICATION D'UN ENSEMBLE PARTIELLEMENT ORDONNE 


par S(. ; x) le complémentaire de cet ensemble, par S(x ; y) l'interseci| 
tion S(x ;.) SEL) aPanS (ane rs Yi... ) l'intersection de tous ledl 
S(x; ; .) et de tous les S(. ; y). 


Etant donnée une famille finie F d'éléments de E si l'on consi! 
déserLensemble des Sfr y;-...) pour tous les système] 
de valeurs possibles de x, et y, choisis dans F il est possible d'en dé: 
duire une répartition en classes où toutes les classes seront de la for | 


me S(ug; ..VK,) avec : vK, < ug. On peut poser : ux = Inf (x. . 21 
ae Inf(u; y, | 
Tout point Z de E appartient à un SNS RME Y:...) not 


vide (ne serait-ce que celui pour lesquels les x, sont les éléments dé 


— 


F supérieurs ou égaux à Z et les ÿj Ceux qui ne le sont pas). 


Si nous désignons pary}, tout ensemble 5 (... Noa ) quil 
contient Z et par 5, l'intersection de tous les) S, est encore’ de 14! 


A4. 


même forme ; les ensembles S, Sont en nombre fini puisque obtenus par 
des intersections d'un nombre fini d'ensembles ; ils recouvrent E puis- 
que tout Z appartient au moins à un}, donc à un $,. De plus les S; dis- 
tincts sont disjoints car s'ils avaient un point commun Z, ils seraient 


définis par les mêmes Y;, et seraiènt confondus. 
| o 


Si nous donnons des familles F;, incluses les unes dans les au- 
tres nous avons des répartitions en classe de plus en plus fines de E. 


. Nous avons donc déduit des familles F, et de la relation d'ordre sur E 


j 


L 


une classification C de E dans laquelle toutes les classes sont des en- 
ensembles de la forme S(u, ; ...vx ) 
1 


Si dans une classification de E toutes les classes sont de cette 
forme nous dirons qu'elle est compatible avec la relation d'ordre sur €. 


BEHEOREMENT - 4 : 


Toutes les classifications qui sont compatibles ävec la struc- 


| ture d'ordre de E et qui séparent E sont équivalentes. Il nous suffira 


de montrer que tout ensemble M = S(u;...vx...) est une partie clas- 
sifiée pour n'importe quelle classification compatible avec la structure 
d'ordre sur KE et qui sépare E.,. 


Soit nr, une répartition en classes de E nous appellerons : 
A, les classes qui n'ont aucun point commun avec M 


1m 


B._ les classes qui ont au moins un pointé M et au moins un 


ppointE d'un S(v, ; .) 


C;, les classes qui sont incluses dans M. 


P 


D;, toutes les autres classes, 


Posons : A, =U A, 


B; 3 UB,, 
CHA 
Henri 


Nous avons : 


E - A BC ls 


CE MCB; UyCiUli 
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A,, Bi, Ci, D, sont des parties classifiées de E. Nous avons : 
C(A Uu ) = BiuD 
CU u C1) N(By Di) 
et en posant : UA, = A (BASES TE 
C(AY €) =N (BI D:) 
Si nous posons :f\B,; = Bon a: BCÎVWB; U D1) 
et nous pouvons poser :f \(B; UP:1) = BUD 
D étant un ensemble disjoint de B. Il est également disjoint de À et de | 
C puisque contenu dans C(A{,C). B est disjoint de À et C et À et C sont Il 
disjoints puisque : 
A Ua A,C CM AC CM 
CGEUC: CiCM CCM 


On a donc : E = AVuBuCuP 


où À, B, C, D sont disjoints deux à deux. A, B, C sont des parties clas-4||} 


sifiées donc D aussi. Montrons que À U Be CM 
M AA y B) = (MAA) y(M AB) 


Tout point de À est élément d'un Se inclus dans C M donc est | 
est élément de C M et par suite : 


ADM =-9 


n 


Supposons qu'il existe un point x de M qui soit point de B. C'est 
un élément de tous les B;. Il existe donc : 


(HSE Vr...Jtelique x €, Sas. Ve on) RES U SOEUR 


6 +. Vx... )n'estpas vide ni réduit à x car s'il était vide où rédus 
à x, nous aurions : x, < Vx 


Le] 
x, € DU eV) 


DK... Vy...V...)n'estpas vide ni réduit à x, car pour qu'il le soit 
il de drait ci Mlen eut de même pour S(X, "6 ... My ...)ou que: 
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D (x, à VK ECS: Ve ) 
Ve.) = PC; x DU PUS (%0)7 
D: SC 5... vr...)ASt : x) = p - SR : Vre.) a SX A) 
MS OvL 2. )ASCx: mimplhquenuanre GS(ienves. 

Mais si S(x, ;: ... v,;...) était vide cela prouverait que tout 
DS x,est < w donc:x < vw et x, SUR Ve ss.) 

Hinexisté donc Un point x1E SX, :..,. WE ... Vr ...). Si C sér 
pare Eilest possible de trouver un S(u'" ; ... VA .-.) qui contienne x et 


tel que tous les S(v', ; .) contiennent x,. Désignons par N l'ensemble des 
points de E qui ne sont pas supérieurs à X, ne : N ; par N, l'intersection 
de N avec la classe de 7; qui contient x,. L'intersection de tous les 
Ni est vide car sinon il y aurait au moins un point distinct de X, qui ap- 
partiendrait à toutes les classes qui contiennent x et C ne séparerait 
pas E. Il y a donc au moins un N qui est vide et la classe correspondante 
“est contenue dans le complémentaire de N. Donc tous les points de cette 
classe sont supérieurs à x, ; comme x, n'est inférieur à aucun des Vis 
aucun des points de cette classe n'est inférieur à un v,. Par conséquent 
x, appartient àun C; et ne peut donc appartenir au B; correspondant. Il 
n'appartient donc pas à B, donc B M = ÿ ; donc : AY B=CM 


ét par suite : M = C UP 


or, C et D sont des parties classifiées donc M aussi. 


CONCLUSION - 


Les exemples de classification que nous venons de traiter mon- 
trent que la notion d'ensemble classifié est extrêmement générale et peut 
s'appliquer à de nombreux ensembles, par exemple l'ensemble des nom- 
bres réels qui est un ensemble totalement ordonné. Nous pouvons remar- 
quer que si nous définissons sur cet ensemble une topologie par la famille 
d'ouverts formés par les ensembles a < x < b, tous les ouverts et tous 
les fermés de cette topologie sont des parties classifiées dans la classi- 
fication qui sépare E et qui est compatible avec la structure d'ordre. (Je 
dis la classification puisque toutes les classifications jouissant de ces 
propriétés que nous pourrions définir sont équivalentes). Nous pouvons 
dire que l'ensemble des réels est un ensemble topologique classifié. 


On peut penser que de nombreuses propriétés de l'ensemble des 
réels sont des propriétés générales des ensembles classifiés. En par- 
ticulier, il semble que la théorie de la mesure et de l'intégration est 
une théorie qui se rattache non à la théorie des espaces topologiques 
mais à celle des ensembles classifiés dans la suite de ce travail, nous 
aurons besoin d'étendre. la théorie de la mesure et de l'intégration à des 
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ensembles qui ne sont pas pourvus d'une topologie mais qui sont clas- || 
sifiés. S'il semble souhaitable de construire une théorie générale des ||} 


ensembles classifiés qui me paraît devoir être extrêmement riche d'ap- ||} 


plications et de conséquences (j'ai d'ailleurs l'intention de revenir dans ||} 
des travaux ultérieurs sur cette question), je me contenterai dans le ||} 
présent travail de développer les points de cette théorie qui me seront (| 
utiles par la suite, en me limitant à signaler au passage quelques sujets ||] 
de recherche qui me semblent particulièrement intéressants. : 


CORRELATIONS ENTRE ENSEMBLES CLASSIFIES : 


Soit deux ensembles E1 etE2, soit une corrélation y entre E et ||} 
E,, on peut se poser les problèmes suivants : 


1/ - Soitune classificationC, deE,. Déterminer les corrélations 


y telles que les ensembles y(A,) correspondant à toutes lesparties clas- || 


sifiées de E , dans une classification C, que l'on déterminera également. || 

2/ - Soit une classification C, de E, et une classification C2 de | 
E, , 
classifiées de E, avec celles de E:. 

S/= Si E, est un ensemble totalement ordonné, soit une fonction | 
f qui fait correspondre à tout élément x de E, un élément y de E, ; on (| 
peut définir une corrélation x, par : #-(x) est l'ensemble des Z tels que || 
Z < y. Déterminer toutes les fonctions f telles que Y, soit une des cor- 
rélations définies au 1/ - ou au 2/ -. 


Corréiations intérieures : 


Soit une corrélation y. Nous appellerons corrélation intérieure 
ô relative à ÿ la fonctionnelle définie par : 


s(A) = 0, y) 


Cette fonctionnelle vérifie les relations : 
S(A4,B) = 8 (A) U8(B) 


ACB —58(B)C&(A) 
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déterminer des corrélations ÿ qui font correspondre les parties ll: 


5 (A) ,8(B)C8 (A AB) 


Si 6(A) = ÿ pour tout ensemble A non réduit à un point, x est 
fonction de y. En effet, supposons que 0) = À ne soit pas réduit à 
un point. Pour tout xE Aonaura:ye y(x) donc : 


ye CT (x) = 8(4) 


xE A 
donc : 8 (A) n'est pas vide. 


Sipour toute partie classifiée À de E, 6(A) est une partie clas- 
sifiée de E, la corrélation sera dite classifiante. 


Soit une fonction f qui fait correspondre à tout élément x de E, un 
élément y d'un ensemble E, totalement ordonné si Te est classifiante 
f sera dite classifiante. 


Nous allons donner un exemple de fonctions classifiantes à valeurs 
dans R. Nousutiliserons dans cet exemple latopologie de R mais il sem- 
ble qu'une étude directe ne soit pas impossible. En effet, la notion de 
fonction étagée est une notion qui ne fait pas intervenir la topologie de 
R. D'autre part, pour un ensemble ordonné, il est possible de définir 
une sorte de limite qui ne fait pas intervenir la topologie de R. Soit en 
effet les valeurs y, des fonctions f,(x) pour une valeur donnée de x. S,, les 
ensembles définis par: 


CAES 
œ © 
ENS ER DT, 
(0e (6e) 
Va Ms, PAC 
Si T = V on a un ensemble de la forme : {>| Zz y} 


y peut être considéré comme la limite de Me quand n tend vers l'infini et 
y est définie indépendamment de toute topologie sur R. 


Si l'on détermine directement les fonctions classifiantes pour 
C, et C2 onpourra seposer le problème suivant : déterminer les struc- 
tures topologiques qu'il faut donner à E, et à E, pour que les fonctions 
continues deE, sur E, soient des fonctions classifiantes, ces topologies 
étant déterminées.en fonction des classifications C, et C,. 


L'exemple suivant montre que la topologie où les ouverts sont les 


ensembles a < x <b, sur l'ensemble des réels classifiés par la clas- 
sification admettant comme partie a < x < b, répond à la question. 
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EXEMPLES DE FONCTIONS CLASSIFIANTES : 


Soit une application de E dans un groupe distancié ; on appellera] 
fonction étagée sur E toute fonction telle qu'il existe au moins une ré-|| 
partition en classes de E telle que Osc.(f) - 0 quel que soit la classek 
P; de la répartition. J'appelle Osc. (f) lemaximum de | f(x!) - f(x) | pour/| 
te Ehxie Pi. 


On appellera fonction & -étagée sur E toute fonction telle qu'illl} 
existe au moins une répartition telle que Osc. (f) < & quel que soit la/| 
classe P;. | 


On appellera fonction semi-étagée sur E toute fonction qui est|} 
s - étagée quel que soit & . 


THEOREME II - 5 


Soit f(x) une fonction semi-étagée sur E. Les ensembles de pointsi| 
satisfaisant à l'une des conditions 


HEART f(X)2E X,, HR f(x) > À 
sont des parties classifiées quel que soit À. 


Eneffet, si f(x) est semi étagée pour toute valeur des. il est} 
possible de trouver une répartition en classe telle que sur toute classe} 
P, de Dr “DIR 

| l 


On peut classer les classes PF, en trois catéfories : 


T 


pour lesquels Max(f) < x 
KE pour lesquels Min(f) < x < Max (f) 
EF pour lesquels À < Min(f) 
Fosse EUR, K=LVE rt 0e, 


et M = ensemble des x pour lesquels f(x) < À 


(3 


TPE MEN UE 


quel que soit & . Je peux considérer une suite dénombrable de + tendant!l 
VeRSIZÉrO AURA 


Li JeM C(ÜS.) 
di 


(ALL) 


U 
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œ@ 
se dernier terme est égal à UT) A MK, 


:e que je pourrais écrire en posant : 

(0e) 

Wie=s GE -K 

JEMCJ,K 
lous les points appartenant à K, sont tels que : 
NRC CORRE 

31 cette propriété est vraie quel que soits , f(x) ne peut être différent 
le À et par conséquent pour tout xe K, f(x) = À donc x ne peut appar- 


enir à M; donc M =5s. 


Et par suite, les J, étant desparties classifiées, Mestunepartie 
lassifiée. Comme K et M sont disjoints 


K=-9 


Pour tout point de L,,, f(x) > À donc f(x) > À, pour tout point de 
> UL,, donc KL = ÿ. En résumé : 


RÉ) REX 


xE K ——) f(x) 


il 
2 


V 
>d 


A MP bd 
en résulte que: f(x) = X——}xEe K 
HE SE e———  dPRe 


D'où les ensembles de points pour lesquels on a l'une des cinq 
onditions 


AGE NX 
f(x) < À 
LR) MEL EX 
HS) REX 
Go) = À 


sont des parties classifiées quel que soit À. 


o1 


Réciproquement, si l'une des 4 conditions : "l'ensemble des x || 
tels quef(x) < À, f(x) < À, f(x) > À , f(x) > À est une partie classifiée|| 
quel que soit X'' est réalisée, la fonction est semi-étagée. Les trois} 
autres le seront alors, d'après lethéorème direct ainsi que la condition :|| 
‘l'ensemble des points x tels que f(x) = À est une partie classifiée", || 
condition qui n'admet pas de réciproque si l'ensemble des valeurs de 
f(x) n'estpas dénombrable. (Si cet ensemble est dénombrable la condi-|| 
tion entraîne manifestement que f est étagée). Supposons la condition| 
f(x) < X réalisée, quelque soit À et choisissons une infinité dénombrable || 
devaleurs A, de (- © < i < + ®) telles que A,1 - A, < & ce qui est} 
possible quel que soit e ; soitP, lapartie classifiée de E constituée par 
l'ensemble des points tels que f(x) < À. 


1e CB sera l'ensemble des points tels que : 
À SOIR) 
C'est une partie classifiée Q,. 


Lesparties classifiéesQ; sont disjointes. De plus, si l'on cher- 
che osc. f sur Q,, on trouve : 


FCO ES) ES Sp EG MCE inf (Re) 


hr À 
Donc : 
(SET NET SE CRE 
+00 
Fe. P A A) 
U B4,CR) - Ua 


La réunion étant dénombrable on a déterminé une répartitionen classesil 
sur toute classe de laquelle : | 


OSCSIRSS 


La démonstration est analogue pour les trois autres conditions. On dé-/|| 
montre aisément que : 


1/ - toute limite uniforme de fonctions semi-étagées est étagée. || 
2/ - toute suite de fonctions semi-étagées qui convergent unifor- 
mément sur un ensemble M tel que toute classe de E contient un point|| 


de M admet une limite uniforme. 


3/ - toute fonction continue de fonctions semi-étagées est semi- 
étagée. 
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4/ - toute fonction semi-étagée peut être obtenue comme limite 
de fonctions étagées. 


| 5/ - toute fonction étagée est une forme linéaire de fonctions ca- 
ractéristiques d'ensemble. 


1 


PRODUIT D'ENSEMBLES CLASSIFIES 


Soit les ensembles E, et E, pourvus des classifications C, et 
C>, il est possible de définir une classification C' sur l'ensemble pro- 
duit E, *x E,. 


Soit 11 une répartition en classes appartenant à une base de la 
classification C.. 


_ P1;, une classe appartenant à la répartition x 
2, une répartition en classe appartenant à une base de C,. 
zik une classe appartenant à la répartition %,;. 
Considérons les sous-ensembles Q,,, de E, x E, définis par : 
Qijx © Pis * Bix 

La famille formée par ces ensembles quand j et k décrivent des 
ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable. Elle recouvre 
E,*x E, puisque tout élément x, y de E, x E, est tel que x est contenu 
dans un Pii; et y dans un P,,,. 

Les Q,,, sont disjoints car ils diffèrent par l'un au moins des 
deux indices j et k et les classes correspondant aux deux valeurs de cet 
indice sont disjointes. 

Nous avons donc une répartition en classe x i de F, FE, .; les 


x! forment donc une famille dénombrable de répartitions de plus en plus 
fines. Posons pour fixer les idées i < i!: 


j'=® 

Pis © 0 Pi 
k ° =00 

PP NEMONMETELe 


k'=1 
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Qie Ur Ei,; X Poire 


= (el Qijkj'k! 


Nous avons défini une classification C' sur E, * E,. Quand nous 
remplaçons les bases de C, et de C, par des bases engendränt les mé- 
mes classifications nous obtenons une autre base de la même classifi- 
cation C'. Désignons par R, un élément de S(C;); R, un élément de 
S(C2) par P, un élément d'une base de C, ; par P, un élément d'une 


base de C,. 
S(C!') est engendré par P, x P,. Or, E x F, est un élément de 


S(C,) * P, mais S(C,) xF, estune © -algèbre de Boole. Comme elle est 
engendrée par des éléments de S(C') on a : 


S(C, ) x Be S(C') donc : 


Rx P, € S{C!) 


S(C') est engendré par les R, x P,. 


Mais R, x S(C,) est une « -algèbre de Boole ; comme elle est 
engendrée par des éléments de S(C'), on a : 


RE SC) SC) 


donc : R, x R,€ S(C') 


S(C') est engendré par les R, x R,. 

Mais R, x R, est un élément quelconque de S(C,) x S(C;) ; donc 
S(C') est engendré par les éléments de S(C,) x S(C2). Si nous rempla- 
çons les bases de C; et de C, par des bases qui engendrent les mêmes 
S(C,) et S(C:), S(C') sera remplacé par une o& -algèbre de Booleen- 
gendrée par les éléments du même ensemble S(C;) x S(C,) et qui par 
conséquent lui sera équivalente. 


La classification C' que nous avons définie ne dépend donc que 


des classifications C, et C; (et non de leurs bases). On l'appellera le 
produit des classifications C, et C,. 


54 


En raisonnant par récurrence nous pouvons définir une classi- 
fication sur le produit Le Ca E, , à partir des classifications 
- Co ne Cie dériiies sur Ê, ques de E . Il est manifeste que le 
produit ainsi défini est nuit et date 


On peut remarquer que toute classe de C, étant de la forme 
UR, (la réunion pouvant ne pas être dénombrable et R, étant l'inter- 
. section des classes qui contiennent x) que toute classe de C2 étant de la 
_ forme UR, tout Q,., est de la forme UR,, * R,. Plus généralement 
| cette forme est Te de toute partie etes due celles-ci s'ob- 
tiennent par réunion ou intersection de cette forme. Celle-ci se trouve 
donc bien conservée puisque l'intersection de deux R, * R, est soit vide, 
soit R, * R, : 


Onpeut définir d'autres classifications surE, * ... x E, àpartir 
- d'autres répartitionsenclassesde E, x... x E,. Si les répartitions en 
classes 7x, sont associées à C' la classification C" qu'elle détermine 
sera moins fine que C' puisque toute classe de C'"' sera une partie clas- 
sifiée deC'', On peut donc se proposer de déterminer toutes les répar- 
__ titions associées à C'. 


En effet, il existe les répartitions en classes m, distinctes des 
=; que l'onpeut définir à partir des Q,,, Puisque les classes de 7, qui 
sont des unions dénombrables R de Q,.,,, sont des parties classifiées 

. ml ijk ; : 
de C'. Il en sera de même si les classes de x, sont des intersections 
dénombrables de R,.. 


Pour simplifier l'exposé nous nous placerons dans le cas d'un 
produit E, x E,, cas qui peut facilement être étendu au moyen d'un rai- 
sonnement par récurrence. 


Supposons le problème résolu. Soit une classe P, def, . C'est 
une partie classifiée. Il en est de même de : FE f (P1, * E2), Pi, étant 
une classe quelconque d'une répartition en classe de E,. Si nous prenons 
une famille de P;; ordonnée par rapport à l'inclusion NF; = R,, ona 


donc : 

QU Pije El = Ph Pi ) Erl = & A (Rx. Ea) 
_ 124 n (R,. E2) est l'ensemble des points de P, qui se projettent sur R,. 
Comme c'est une partie classifiée, cet ensemble est de la forme : 


CR. R,. Il ne peut y figurer que le seul R, et par conséquent on peut 
le mettre sous la forme : 


1 REA AREA pe per EE 


y. (x) est l'esnemble qui correspond au point x dans la corrélation dé- 
n 
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finie par : (x, yje P etR,. y,(x) est une partie classifiée de C'. Or, 
les éléments de S(C') qui sont de la forme R,. M forment une © -algèbre 
de Boole qui coïncide avec R,;. S(C:) donc y,(x)e S(C,) et y,(x) est une 
partie classifiée de C, et ceci quel que soit x. 


Si nous supposons de plus que la corrélation définie par F, est 
compatible avec la relation d'ordre c'est-à-dire que Yÿ (x) est de latfors 
me Î, (x) < y < f, (x). 


On voit que les fonctions f, (x) et f,(x) sont constantes sur tout 
R, et que les valeurs qu'elles peuvent prendre sont celles qui corres- 
pondent à des suprema de parties classifiées de C,. 


Nous avons là des conditions nécessaires pour que f, et f, soient 
des fonctions classifiantes. Il serait intéressant de montrer que f et 
f, sont bien des fonctions classifiantes. Nous nous contenterons de dé- 
montrer la réciproque à savoir que si f, et f, sont des fonctions clas- 
sifiantes, l'ensemble P, comme l'ensemble des points (x, y) tels que 
y < f.(x) est une partie classifiée de C'. Il nous suffira de le montrer 
pour l'ensemble des points (x, y) tels que y < f,(x). On en déduira la. 
même propriété pour y < f,.(x) et on l'étendra à P en prenant l'inter- 
section avec le complémentaire. 


Prenons une répartitionenclasse nr; deE, définipar les points : 


e Yi; , Yi? js 3 ohote Soit : 


Aj 


ij l'ensemble des x tel que f(x) < y, 


À;;:1 l'ensemble des x tel que f(x)< y,,, 


A; = AjnC Ai j+1 


f1 étant une fonction classifiante A A 


sihées de C;- 


A!., sontlesparties clas- 


ijrrrifers na) 


Soit B;. la réunion des classes de x, contenues dans (4 {f(x) 
J Î xe A'i) Y 


B;; n'est pas vide puisqu'il contient toujours au moins PAT < AE 
B;; est une partie classifiée de C,. D, = U À"; * Bi, est une partie 


classifiée de E, x* E,. DC CP puisque pour tout (x, y)e D, on a 
f(x) < y. Montrons que tout point de C P, appartient à un D;. 


Eneffet soit (x, y,)un point de C P, nous avons : f(x) < y,. On 


peut avoir y, ER£(x) f,(x) étant le supremum d'une partie classifiée 
de C, il serait celui de Ré, (x) donc on aurait : y, < f(x). 


0. 


Il existe donc au moins un Y:, tel que : 
IR 
Yi; S Yo 


Soit a cet Y15- Nous poserons Yij+1 = P, toutes les fois que l'on aura 
Mi, = 2. 


Ou bien il existe un b, < y, et dans ce cas D, contient y,. 


Ou bientous les b; sont supérieurs ou égaux à y, et dans ce cas 
l'intersection N de tous les {z [a < z < b;} contient également y,. Et 
_il n'existe aucune partie classifiée dont le Supremum < y, et > a donc 
_ aucun f(x) n'est compris entre a et b = Sup z. 

z € N 

Par conséquent tous les f(x) sont égaux à a pour x€ M 


(en posant M - Lx 1 F6) < À MAC f(x) < b}) sont égaux à a. 


Nous dirons que la classification C définie sur E, x E, résulte 
des classifications C(E;) et C(E»). 


Soit un espace fonctionnel F défini comme produit d'ensemble 
E+, t étant un paramètre quelconque élément de l'ensemble G. Tout 
point X et F sera caractérisé par les valeurs de ces projections sur 
E+; ce qui revient à définir une fonction x(t). Nous désignerons par 
Xa(t) la fonction déduite de x{t) en prenant les valeurs de x(t) sur les 
éléments t de l'ensemble À - x,(t) définit la projection de M sur les 
sous-espaces vectoriels F, (t) produit des E, pour tous les élémentst 
de l'ensemble A, 


Soit une classification C(F) de l'ensemble F. Soit P une classe 
de C(F), soit M un élément F, M, sa projection sur FA, Mec, sa pro- 
jection sur Fc 8 

M = M,. Me, 

Nous pouvons définir une corrélation entre F, et FÇ, en écri- 

vant que : ME P. : 


Si cette corrélation est classifiante quel que soit P c'est qu'il 
existe une classification C(FA) sur FH et une classification de C(Ec, ) 


sur Fc, telles que C(F) résulte de C(F,) et de C(Fc, )E 


Supposons la propriété établie quelle que soit la partie classifiée 
À d'une classification qui sépare G. Soit (P), la projection de P sur:F,, 
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(P, ), une classe de C(F,) telle que : 
Eat) 


J'ai en projetant sur E: : 


(«e) 4) (a, ). 


Si je considère 2 classes À À: telles que : 


AC À; 


de là classification.C(G) j'ai : (P,n),-C (Pa 
ÿ j 


Donc : (Pins, ): ee (@s }e 


nous poserons pour simplifier les notations : 
Bi (@ h t 
Biiga © (Eu ) a.) Ë 
et en continuant de proche en proche nous écrirons de la même façon : 


FRONT Poe Er 
ce que nous écrirons : 

B,, I étant un ensemble d'indices d'après les relations obtenues pré- 
cédemment entre les B, nous aurons : 


BB, 


51128 


D 0 dm 

les B, forment donc une suite d'ensembles qui décroît quand I croît ; 
or I croît quand on prend des répartitions en classes de G de plus en 
plus fines. À, étant la classe de la répartition Rp de C,Ç qui contient t ; 
ily a une infinité dénombrable I,,(p) d'ensembles d'indices possibles ce 
qui détermine une infinité dénombrable de Br,(p). Les Br,(p) définissent 
par leurs intersections non vides une répartition en classes ©, sur E,. 
Sinous considérons une répartition en classes ry de C(G) plus fine que 
Fa les (q) se déduiront des I, (p)par adjonction d'indices, Les BEanses 
ront donc inclus dans les Br,(p) et la répartition en classes Fa Sur 
E+ sera plus fine que la répartition %. 


Quand les À, tendent vers {t} les La engendrent une classifi- 
cation sur E+. 


NOTA: 


La classification engendrée peut très bien ne comporter qu'une 
seule classe sitous les x! n'en comportaient qu'une, parce que tous les 
Br, (p) se réduiraient tous à E}. 


Toute classe P de C(F) peut se mettre sous la forme : 


+00 


() ( ete )). 


1 ACT P 
puisque C(F) résulte des C(F, ). 


Les (eh (P; À forment une répartition en classes deP. Quand 
paugmente indéfiniment, ces répartitions engendrent une classification 
: et les éléments limites de cette classification sont de la forme : 


F la, « 
te 


| Q,(t) étant l'intersection de toutes les classes de C(E;) qui contiennent 
Ll'élément ye E,. Donc pour toute classe P de C(F) nous avons : 


/ 


P “ [_1@6); 


EE 


la réunion pouvant toutefois n'être pas dénombrable, 
| Nous dirons que C(F) résulte des C(E,), tE G. 
| Nous pouvons définir de la même façon la relation ‘résulte des" sur un 
| sous-ensemble de F. 
| Il suffira pour cela de considérer que la relation "C(F,) résulte de C(F;) 
_etdeC(Fin ES est vérifiée par toute les classes B de G qui sont des 
 sous-classes de la classe A, La démonstration précédente est valable 


sans changement, 
Les classes P d'une classification C(F,) pourront se mettre sous la 


| forme : 
| P -uf [ | Qt) 
| tE À 
De sorte que nous pourrons dire : 
C(F, ) résulte des C(E,), t€ À. 
La relation ‘'résulte des'' est associative, c'est-à-dire si 


Mo LE AN 


(les À, étant des parties classifiées de G) entraîne que C(F,,) résulte des 
C(Fa,) et si C(Fa,) résulte des C(E,), t € À, alors C(F,) résulte des 
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C(B,);, te UA, = M. Il suffira de prendre parmi les Xp qui servant à 
faire le raisonnement pour établir que C(F, ) résulte des C(E,;)t € M la 
répartition en classes de M déterminée par les A;, (si la réunion est 
dénombrable) ou une suite de répartitions en classes dont les parties 
ultimes sont les A,(si la réunion n'est pas dénombrable, cette réunion 
devant toutefois être associée à la classification qui sépare G). 


En résumé nous pouvons énoncer le théorème suivant : 


THEOREME II - 6 - 
Si une classification de F résulte de la classification C(F;) 


et de la classification C (r 4) 4 elle résulte de la 


classification C(F ) et de la classification C(F ). 
L U M N 


60 


CHAPITRE III 


FONCTIONNELLES ADDITIVES 


Généralités concernant les fonctionnelles 
sur un ensemble classifié 


Je dirai que j'ai défini une fonctionnelle sur un ensemble clas- 
ifié E, à valeur dans F si à tout élément M d'une famille de parties 
lassifiées de E, je sais faire correspondre un élément de F noté p (M). 


Je dirai qu'une fonctionnelle +' est plus fine qu'une fonctionnelle 
si toutes les fois quey(M) existe '(M) existe et est égal à 9(M) . 


Je dirai que j'ai défini une norme pour les valeurs de la fonc- 
ionnelle si j'ai défini une application de +(M) sur un ensemble ordonné 
de telle sorte que àtout M, je sais faire correspondreunk; = k(?(M;)). 


Je dirai que j'ai défini une borne pour les valeurs de la fonction- 


elle sur une famille L d'ensemble M; si je sais déterminer une fonction 
,, des k; satisfaisant à : 


k < hu, 
Re Le, hr, < pre 
Il en résulte que : 
1/ - Si nous avons une borne h(+) sur l'ensemble des parties 
lassifiées pour lesquelles + (M) est défini, il y en a une h, sur toute 
amille Leth, < h(+). 


in particulier pour toutk ona:Kk; < h(+) 


Nous dirons que la fonctionnelle est bornée et nous appellerons 
(g) la hauteur de P- 


2] - Sip est plus fin que q' et si 9 est borné g' est borné et 
(g') < h(+). 
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défini peut être considéré comme un sous-ensemble de celui desparties 
classifiées sur lequel (M) est défini. 


FONCTIONNELLES ADDITIVES - 


Nous dirons qu'une fonctionnelle est additive si $ prend ses va 
leurs dans un demi-groupe additif 


p(A LB) = q(A) + ?(B)pour AA B = ) 


Nous dirons qu'une fonctionnelle est + -additive si 


eCUa ) = Eela) 


avec A;AA, = Hpourif j 
Nous supposerons désormais que nous connaissons une norme pour les 
éléments de F satisfaisant à : 


1/ - k(A) - k(B) < k(A + B) < k(A) + k(B) quel que soient les 
éléments de À et B de F. 
+00 . +0 
2/ - si la série ZE k(A }) est convergente, la série ZE À 
est associativement et commutativement convergente quels que soienti| 
les éléments À, de F. 
Définition d'une fonctionnelle o - additive - 


1/ - sur une répartition en classe %; 
Soit Pi; avec j € Z une classe de la répartition. 
Nous poserons 


Wi(Pij ) = Ai; 


FA SRE 


Pour avoir une fonctionnelle 6 -additive il suffira que 2 k; ; existe 


Nous poserons 7 K, = h,, hauteur de Pi: 
CZ 


En effet pour tout ensemble M = 


je T'ez Fij » On à une sérief 


convergente 2° ki, etparconséquent Y= A;;converge également.|| 
JENZS RER 
Nous pourrons poser : 


MO) = (Pie 
pi ( ) . Pi(Pi; ) 
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i nous avons mis M sous la forme M =L) M, les M, étant disjoints et 
la forme : 


ME= 10) P,;, 
; IREM L 

ous devrons avoir 
za siz 


t la série e(Fi; ) étant associativement convergente on a : 
€ Z 


j 
pe = >) AVES S 
EL PE, ) r- É En) Er (M )) 
2/ - Surune classificationC, soitune suite de fonctionnelle # de 
lus en plus fine définies sur les répartitions ñ, d'une classification et 
ornées dans leur ensemble (c'est-à-dire que h, < H quel que soit i). 


Nous pouvons définir une fonctionnelle & par : &(M) = (M) 
iour tout ensemble M pour lequel on peut trouver un +; tel que y; (M) 
Éiste. 
Mn aura alors #,(M) = # (M) pour tout i' > i. La fonctionnelle ®(M) 
ist os -additive si pour toute une suite M, d'ensembles qui convergent 
‘ers ÿ on a : &(M,)— 0. 


Quelle que soit la façon dont on mette E sous la formeE = VU Pi; on 
ur a : ) ki: Kits 
in effet si on ordonne par rapport à i on peut écrire 
E = 122 Ps, ts Pa 
OA) u U ®) +0{(U 
Nous avons : }. ki, eh 
ji 


nais en exprimant les Pi en fonction des Pa, nous avons : 


Ki, < ke 


1j 


Tr K 3) 5 (: Pas) = CG “on U ha Fe) 


1 


j11 


On démontrerait de même par récurrence que : 
D MED rt, ph, 


t par conséquent œ 
a 
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La série }_k;, étant convergente la série de >_p (Pi, ) l'est égas|] 
lement et l'on peut poser : 


g(E) = Zv(P,,) 


| 


Si E peut être mis sous la forme U E,, les E, étant de la foros 
UP;, les séries > ki, correspondant aux E, sont des sous-séries def] 


.l 
la série }_k;; correspondant à E. Elles convergent donc et par suitell 
les séries }_ + (Pi; ) correspondantes convergent également et on peut 


les prendre pour définir les +(E,). 
De plus comme 


kp(E,) < ro Kk( (Pi; )) < 2e k(q(P;; )) SH 
1j J 


E P. 

m 1 

On a pour toutes les réunions M de classes de C : 
k(p(M)) < H 


Montrons que par passage à la limite on obtient toujours desk] 
ensembles jouissant de cette propriété. 


Soit une suite d'ensembles À jouissant de la propriété 
k(p(Ap)) < H 
à: possède donc une limite donc 
Êpet Dern. SU D 
avec see n Bu = ÿ 
A ,nD = ÿ 
B1n 2 “0 
B,1— 
De) 0 
Nous avons : P(A pu) 4 P(B,) = g(A,,) F  (B,) 
K(p (Apr )) < K(p(A ) + (Bu )) + k(p(B,4)) 


<k(p(A,) + &(D,) + k(p(Bu )) 
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< k((A )) + k(?(B,)) + k(p(B,,, )) 
k(g(Ap)) < H et : k(g(A »:1)) - k(p(Ap))—0 
Donc k f (A,) tend vers une limite < H. 


On peut déterminer la valeur g(A) correspondant à cette limite 
n écrivant 


NL (Ap+ ) lle ? (Ah) G p(D, ) = B p41 ) 
our toutes les valeurs de p et en additionnant ce qui donne : 
FA) - AD = (D) - Bu 
f 


Si l'ensemble À peut être obtenu de 2 façons différentes comme 
imites de 2 suites d'ensembles 


À, et À! on pourra poser : 


+0 U BRAS 
vec : 

An Be=9 

nai. 

B, n Bn = ÿ 

Bi —f 

À 


t par conséquent p(A,) + 9(B,) = (Ai) + p(B;) 

:(B,) et p(B;) tendant vers zéro les limites de fn) et p(A;) sont 
igales. 

(A) est donc bien définie de façon unique et la fonctionnelle p est bien 
r -additive. 


BPPLICATIONS - 


1/ - Eest un ensemble de nombres réels. F est l'ensemble des 
ombres positifs. 


k(a) = a OT al ON 


Dans ce cas est une distribution de probabilités) a, = h avec 
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(CRE NIET Or 


E est borné. 


Un casparticulier important est celui de la mesure de Lebesgue,|] 
quand l'ensemble E est un ensemble de réels de la forme a < x < b/|| 
Pour simplifier l'exposé nous prendrons pour ensemble E, l'ensemble] 
0 < x < 1 l'extension se faisant sans difficultés. 


Nous pouvons définir sur E les répartitions en classes 


q = 


FRONCPRR EE = 


Les répartitions n,ne forment pas une suite de répartitions pp 
de plus ‘en plus fines mais il est facile d'extraire une telle suite de ja 
famille des %, pour définir la classification C qui sépare E. Les répar= 
titions qui n'appartiendront pas à cette suite sont manifestement asso- | 


ciées à la classification, 


Si nous définissons p(P,, ) pour toute valeur de n et de q nous 
avons un excédent de valeurs de p pour définir la fonctionnelle ; maisAl 
sinous démontrons que la valeur choisie pour By est la même que celle | 
que l'on obtient àpartir des valeurs de ÿ (Ee ) choisies pour les classes} 
de toutes les répartitions plus fines nous démontrons à la fois que Les! 
ÿ; sont de plus en plus fines et que les valeurs excédentaires sont bien] 
celles prises par la fonctionnelle telle qu'elle est définie au moyen desk 


nes , , 
fn: est plus fin que %, si n' est un multiple de n : 


n' = An mais alors la classe P,, est la réunion de À classes Pur « 


Nous poserons : 


1 ll 
AISÉE D Le pour P ES } 


Nous avons : 


il 
FE) = 
PE CE 
1 
À iris ps re n' 


‘our tout ensemble M : O0 < x < r, r étant un nombre rationnel, on a: 
(M) = r. 


Pr passage à la limite on voit que pour tout ensemble de la forme : 
DO X < S on a : (M) US. 


Nous sommes donc ramenés à la théorie classique de Borel- 


“ebesgue. Nous dirons que nous avons défini la mesure de Lebesgue 
ur la classification de Borel. 


2/ - E est un ensemble totalement ordonné 
F est l'ensemble des nombres réels, 


k(a) = la | 
COTE TER 0) EE) 


La fonctionnelle existe à condition que f soit une fonction à va- 
“ation bornée,. 


| C'est le cas classique de la fonctionnelle de Stieltjes. E est un 
nsemble partiellement ordonné. 


Dans ce cas on se rapportera au travail d'André Revuz. 
3/ - F est un espace vectoriel normé 
k(a) = lal. 


Il est possible de trouver des fonctionnelles + satisfaisant aux 
’onditions du paragraphe précédent. 


Je l'établirai par un exemple 


>renons pour E l'ensemble 0 < x < 0, pour classification la classifi- 
‘ation C définie par les classes 


AE 
iq et < x ST 
Teri ik 6 
our Pig )levecteur de module, M et pour angle polaire 
, 2 n=i cos : 
n+ 
SAME 2 
Hi - ) 
DE 


Ilest facile de voir que la fonctionnelle (Q satisfait aux conditions 
lu paragraphe précédent et par conséquent elle est o« -additive. 
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4/ - Festunchamp de variables aléatoires à moment du 1 ° ordre 


et 2° ordre fini. 


k(X) = \/m? +0? m étant le moment du 1° ordre. 


œ étant le moment du 2° ordre réduit. 
Nous savons que si X = X, + X, on a 
ee IN ES DO ER" 
Nous avons donc :Kk(X) < k(X, + k(X,)etk(X) est bienune norme. 


De plus nous savons que si) _\/ mÊLE 5? converge) m. et) x con- 


vergentet que) X, estassociativement et commutativement convergente. 


Prenons pour ensemble E l'ensemble 0 < t £ 1. Nous définirons une!|| 


classification comme dans le cas d'une mesure de Lebesgue et nous pren-= 


drons mêmesprécautions pour les Pa correspondant à des répartitions, | 


associées à C. 


Nous poserons donc g(E) = X, 


Si X est divisible par n c'est-à-dire il est égal à la somme den | 
variables aléatoires indépendantes de même fonction de répartition X, ce|k 


que nous écrirons X = n XX: XX = X 


Le 


Nous poserons (Eu JC epour P;, . = TRS 


Nous pourrons donc définir + sur tous les P, si X est divisible | 


par tout n - Nous avons : 


1 
FPng ) = Xn = XX 
P 1 
pl n'q"' ) KG = à * X 
Ou ST. 
n'q" Ç nq 


riables indépendantes égales à X,, donc à former n' * X,, = X. Nouë | 


avons donc : 1 
À *Xns = Fe D, 


g(UR,) = pPu) 
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pme Dre 


1 F: donc à démontrer que g est borné et continu. Pour chaque Pi 
)n a : = 2 ki 


1 
Or Pig ) = F * X 


On devra donc avoir en désignant par Mig et iq les moments 
lu ler ordre et du 2ème ordre de (P, ). 


onc 2 


| 2 2 
re + © 

A \]m2 + ©? 

q n 


a, est constant donc H existe, 
Si P;, tend vers } on à : 


=, 34 
Mig F3 m0 


© iq 0 ; donc (Pig ) —30. 


Ceci est donc vrai à fortiori si P;,——ÿ. Nous avons donc dé- 
fini la fonctionnelle o -additive pour toute partie classifiée de C. 
Remarque : 


Nous avons défini une opération s * X pour laquelle : * X se pré- 


sente comme l'opération inverse de la somme de n variables aléatoires 
indépendantes de même distribution. 

Si l'on considère cette opération comme une sorte de multipli- 
cation l'opération inverse peut être considérée comme une division et les 
expressions : * X comme des fractions de X ou comme produit de Xpar 
une fraction. 

Sur toute partie classifiée M de C dont la mesure de Lebesgue 

q 


Est —“ On a : 
n 


(M) = 4x, 
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Par extension pour toute partie classifiée M dont la mesure de Lebesgue 
est un nombre réel t nous poserons t x X = (M). 


Cette définition est cohérente car si deux parties classifiées Ml 
et M''ont même mesure de Lebesgue t la fonctionnelle + prend la mêmd|] 
valeur pour ces deux ensembles, 


En effet on peut les approcher par deux suites d'ensembles M' e | 
M'' de mesures de Lebesgue r rationnelles et égales entre elles. 


On a donc constamment (M!) = r, * X = &(M;') donc à la limite 
e (M') = + (M). 
5/ - Eestunensemble totalement ou partiellement ordonné F es] 


un espace vectoriel dont les composantes sont certaines ou aléatoires 


Ce cas réunit toutes les difficultés trouvées dans les cas précé:|} 
dents mais ne pose pas de problème nouveau. 


ENSEMBLES EQUIVALENTS - 


Soit mune fonctionnelle & -additive sur un ensemble E, un sous] 
ensemble A deE est m- négligeable si m(B) = 0 pour tout B inclus dans 
À, Enparticulier m(A) = 0 ; mais tout ensemble A tel que m(A) = O0 n'esill 
pas nécessairement m - négligeable sauf si la fonctionnelle prend sel 
valeurs dans un ensemble F dont tous les éléments sont positifs ou nuls 


Sim(A) = 0 sans que m(B) = O0 pour tout BC A. On dira que A es 
irrégulier. Si À est n - négligeable, on écrira : | 


A0. (on dira négligeable et on écrira A 0 lorsqu'aucune| 
confusion n'est à craindre). | 


Deux ensembles À et B sont équivalents s'ils ne diffèrent par uni 
ensemble m - négligeable au plus m - c'est-à-dire si : | 


(ARCIB)e—0 BACGAe>20 


Cette relationest symétrique et réflexive. Elle est de plus transitive e 
effet si l'on a en outre : 
BAaCDæ0 DACBæ0 


On aura : 
A nc D 


[AR(BA CD) | AA IC'E)S C Di 


DAC A = [DA(BACA) ,, (AnCB) AC D! 
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Donc : 
RCD ON D CA <—0 


Une réunion finie d'ensembles négligeables est négligeable car 
out sous-ensemble est une réunion finie d'ensembles de mesure nulle. 
| 

Une réunion dénombrable d'ensembles négligeables est aussi 
‘ligeable Car la limite d'un ensemble de mesure nulle a une mesure nulle, 
Je même toute intersection finie ou dénombrable d'ensembles de mesure 
iulle. 


Fhéorème III - 1 : 


Soit une famille & d'ensembles A, non m - négligeable, si l'en- 
semble F des valeurs prises par la fonctionnelle est archimédien, il 
xiste une famille G dénombrable d'ensembles B; non m - négligeables, 
lisjoints, tels que tout À ; soit m - équivalent à une réunion finie ou dé- 
1ombrable de B.. On dira que A, est non m - négligeable si m(A;) # O. 


ut AS un des À, tels que. : m{(A;,)> h > O0. 
Formons la famille &, des A, n©€ ÂÀo- 


s'ilexiste plusieurs éléments de +, pour lesquels la valeur de la fonc- 
ionnelle est supérieure ou égale à h ; choisissons en un A, et formons 
à nC À nC A1 qui formeront une famille &,. 

continuons jusqu'à ce que nous soyons arrivés à une famille 6, qui ne 
-ontienne aucun ensemble pour lequel la valeur de la fonctionnelle est 


N 


supérieure ou égale à h. 


Nous y parviendrons en une nombre fini d'opérations en effet À,, 
\,, À, etc. sonttous disjoints et la valeur de m est supérieure ou égale 


Mh. Donc : 
M(A y Aug: y An-1 ) z2nh 


)r la valeur de la fonctionnelle pour tout ensemble est borné donc n est 
)JoOrné. 

Nous avons donc formé une famille &' comportant un nombre fini 
l'ensembles disjoints pour lesquels la valeur de la fonctionnelle est 7h 
+ une infinité d'ensembles pour lesquels la valeur de la fonctionnelle 
st < h. 
lout A, est réunion d'un nombre fini d'éléments de &', Nous pouvons 
recommencer avec les ensembles pour lesquels la valeur de la fonc- 
ionnelle est inférieure à h pour une autre valeur k < h. 


Nous obtiendrons ainsi un nombre fini d'ensembles disjoints pour 
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lesquels la valeur de la fonctionnelle est comprise entre h et k. 


En répétant le procédé pour une suite décroissante convergeant | 
vers zéro, de valeurs positives h, k, ... , puis pour une suite crois=À| 
sante etconvergeant vers zéro, de valeurs négatives h', k', ... , nous] 
pouvons former une infinité dénombrable Gd'ensembles disjoints B; pour} 
lesquels la valeur de la fonctionnelle n'est pas nulle. Tout À ; est donc|]} 
une réunion d'une infinité dénombrable ou d'un nombre fini B, et d'un 1 
ensemble C k appartenant à une famille H d'ensembles pour lesquels la 


valeur de la fonctionnelle est nulle. 


LesC, sont négligeables. En effet supposons qu'ils ne le soient | 
pas, c'est qu'ilexisterait des ensembles D,C C, pour lesquels m(D) # 0 


Il nous suffit pour éviter cela de procéder avec une famille A 
contenant avec tout ensemble non négligeable ses sous-ensembles non 
négligeables de sorte que les D, sont eux-mêmes une réunion de B; :}l 


Application : 


Soit deux fonctionnelles m, et m, définies sur une même struc=|# 
ture d'ensemble classifiée. Considérons la famille des ensembles A, m, =|| 
négligeables qui ne sont pas m, - négligeables. Ils forment une famille 
F ils sont donc m, -équivalents aux réunions finies ou dénombrables G:|| 
d'ensembles B, m,- non négligeables, m2- négligeables, disjoints. 


Posons : M - U B; c 
Tout B; est un sous-ensemble de M. Donc tout À, h C M est m,-négli- 
geable mais il est également m,- négligeable car sinon il serait m,=|| 
négligeable donc inclus dans M. Donc : 


Théorème III - 2 : 


Tout ensemble m, - négligeable, m -non négligeable est m2-équi=|}] 
valent et m,- équivalent à un sous ensemble d'un ensemble m,-négli-|} 
geable, m, - non négligeable. 


REPARTITIONS REGULIERES - 


On appellera répartition en classe m - régulière d'un ensemble | 
E, une répartition en classe pour toute classe P, de laquelle on a soit :|| 


MP) 0 soit EE» 0: 


Théorème III-3 : 


Etant donné une répartition en classes x d'un ensemble il est || 
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oujours possible de trouver une répartition en classe m - régulière plus 
ine que x. Supposons que la répartition en classe ne soit pas régulière, 
‘'est-à-dire qu'il existe au moins une classe P, irrégulière dont il existe 


onc des sous-classes pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle n'est 
bas nulle. 


Les classes d'une répartition en classes de P, sont des ensembles 
our lesquels la valeur de la fonctionnelle est non- nulle ounulle, Si toutes 
:es classes pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle est nulle, sont 
1égligeables, il suffira de remplacer F, par cette répartition dans # pour 
ivoir une répartition régulière. Sinon Re aura des sous-classes Q, irrés 
zulières. 


On recommencera avec les classes Q ; comme avec les classes 
P, et ainsi de suite. 


Nous obtenons donc des répartitions de plus en plus fines for- 
mées de classes non- négligeables et irrégulières. Les classes irré- 
zulières formant des suites ordonnées par rapport à l'inclusion. L'in- 
‘ersection de toutes les classes d'une telle suite est nécessairement 
1égligeable car la valeur de la fonctionnelle pour cette intersection est 
aulle et il n'y a pas de sous-ensembles irréguliers car s'il y en avait 
in, il appartiendrait à la suite et contiendrait une intersection. 


Dans la suite des répartitions successives, nous pouvons dis- 
inguer une partie régulière et une partie irrégulière. Nous appellerons 
E ; l'intersection de toutes ces parties irrégulières. Le complémentaire 
de E, est la réunion d'ensembles M, tels que M;C M',sii < i'. Nous 
Brons prendre sur chacun des M,,, intersections complémentaires 
de M la répartition en classe de cet ensemble par rapport à %,, . Nous 
avons donc une réunion dénombrable de réunions dénombrables de clas- 
ses donc une répartition en classes de C E,.E, est une partie classifiée. 
Du bien E, est négligeable ou bien il ne l'est pas. S'il ne l'est pas il 
>xiste des sous-ensembles de E, pour lesquels la valeur de la fonction- 
ielle n'est pas nulle. A partir de ces sous-ensembles on détermine une 
répartition en classes de E dont les classes sont des ensembles pour 
lesquels la valeur de la fonctionnelle n'est pas nulle ou bien est nulle. 
C'eux pour lesquels elle est nulle sont négligeables ou irréguliers. Nous 
pouvons donc recommencer à partir de E, la suite d'opérations que nous 
avons faite sur E. On obtiendra ainsi une partie classifiée E, à partir 
le E, de la même façon que l'on a obtenu E, à partir de E, E1C C Ez2 étant 
réparti en classes dont aucune n'est irrégulière. Si E, est irrégulier 
»n recommence et on obtient E ;, et ainsi de suite. 


L'intersection E,, de tous les E; est négligeable car sur l'en- 
semble E,,,, la fonctionnelle prend la même valeur que sur l'ensemble 


5e 
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ME ECTS 1) 0: 
quelle que soit la façon d'obtenir E,,,, à partir de E,,. 


Donc pour tout sous-ensemble de E,,, la valeur de la fonctionnelle} 
est nulle, La répartition en classes de E obtenue en prenant les répar=|| 
titions en classes de ECCE, ... de E,c CE,,, ... et en cormplétans 
avec l'ensemble E,, , ne contient que des ensembles non m - négligeables À 
ou m - négligeables. Nous avons ainsi obtenu une répartition régulière. 


Applications : 
Si nous considérons la famille des classes d'une répartition régu=|| 


lière pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle est positive nous ob= 
tenons une partition cellulaire (théorie par défaut). 


Si nous considérons des réunions de ces classes avec des classes 
négligeables de façon à recouvrir E, la même classe négligeable pou-/|| 
vant être réunie à plusieurs autres classes non-négligeables, nous ob= 


tenons une partition cellulaire (théorie par excès), 


Pour le développement de ces théories on se reportera aux tra-|| 
vaux de Christian Pauc et K. Krickeberg. 


OPERATIONS sur LES FONCTIONNELLES o - ADDITIVES - 


1/ - Addition 


Si deux fonctionnelles © -additives y, et +, sont définies sur une 
même famille de parties classifiées et prennent leur valeur dans un 
même groupe, la fonctionnelle +,(A) = (A) + (A) est o -additive. 


En effet nous aurons : 


k(®p,) < k(9,) + k( a) 
donc 
h(?s) < h(#) + h(%) 


si 


? (A) —0 
donc #3 (A) —>0 


2 (ntA;) + #4) = Xe (A) +) De (A) 
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Lim. (#{(A,) + p,(A;)) = Lim p(A,) + Lim g(A;) 


2/ - Soustraction - 


| Ilest clair que la différence de deux fonctionnelles est une fonc- 
‘ionnelle dans les mêmes conditions que pour l'addition. 


3/ - Limites - 


Si la suite des hauteurs h,, d'une suite de fonctionnelles k, tend 
rers zéro on dira que la suite des fonctionnelles converge vers la fonc- 
“onnelle nulle. La suite des valeurs des fonctionnelles pour une partie 
classifiée donné tend vers zéro car : 


5i la suite des hauteurs h(u,) d'une suite de fonctionnelles |; est telle 
que : 


h(n) < H 


h(lh - t4)——0 quelle que soit la façon dont p 
et q augmentent indéfiniment, il existe une fonctionnelle & telle que : 


k - kK converge vers la fonctionnelle nulle. On dira que Hn con- 
verge vers L ou que k est la limite de 4, . 


A toute partie classifiée À ilcorrespond Un(A). Etant donné e, je 
peux déterminer q de façon que 


k(p, (A) - pQ(A)) < € 
Dcnprenant: €, < €, -Kk (4, (A) - & (A)) l'intervalle 


k( b (A)) D EL (A) Pr seT* entièrement contenu 
dans l'intervalle : 
k(u,(A)) - & ; K(kp (A) + ep . 
Le filtre ainsi défini a une point adhérent et H} (A) converge vers 
ine valeur que l'on appellera y (A) quel que soit e il est possible de 
trouver &x (A) tel que : 


k(uh(a) -p (A)) < € 


pour tout n > N. 


née : Er RNA |] 
Soit B = Ü A,les À; étant des parties classifiées disjointes.|l\ 
1 


Soit : L(A;) la valeur de la fonctionnelle |: pour A:;. Il est pos=}] 
sible de choisir des e; de façon que 2 5, < e et des N; de façon quel} 


k(un (A)i-1p (Ai;)}<nes pourn>wN;. 


posons : Sp = E4 (A) 
NT 
B? = U Ai 


NU = Sun N; 
Pour tout n > N(p) on aura : 


KE (As) EE CAT NE; 
OR MC 
k(1n (B,) = S)< €. 


Or k,, (B,) converge vers k (B,) et il est possible de choisir n de 1 
façon que : 


EC UES MERE) CT 
On aura donc : 
Kk(u(Bp) - Sp) <et+n 
quels que soient # et n ; donc L(B;,) = D p + Ceci étant vrai quel que soit 


p fini. Si p augmente indéfiniment, . 
5 converge vers une limite S en effet 


D KIA) < et Dk [tm (As) 


ÊE MA)l<H+e 


qui est une borne indépendante de p donc } 4 (A;) est absolument con-|| 
vergente | (B,) converge donc vers S et l'on a : | 


ee) O0 


(UAI) = (Ai) 
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4] - Séries : 


Théorème III - 5 


Une forme linéaire de fonctionnelles © -additives définit une 
fonctionnelle o additive si la série} _ la, | h(1:, ) est convergente, 


Posons : 5e mi. fn 


x st une fonctionnelle - Sa hauteur h(Y,,) est bornée car l'on 


h( Yp) BE h(}) 


p 


Len effet pour tout A 


k( Y,(A)) = KG an ln (A)) < Elanl K(in(A) € Elaal h(H) 


La suite fe est convergente si:h( 1, < H quelque soit p h( TEE — 0 


q 
quels que soient p et q suffisamment grands. 


Or si S converge vers une valeur H 
p 
h(°%) <= al h(th) < H quel que soit p. 


h(y 


P 
p W) 2 la,lu( H)— 0 


quand p et q augmentent indéfiniment en effet pour tout A 
k( y (A) - y, (A) ) = ka, (A) ) el a | K(H, (A)) 
p 
<)_la, | h(u,) 


q 


5/ - Produit d'une fonctionnelle par une fonction semi-étagée. 


Soit une fonctionnelle semi-étagée f prenant ses valeurs y dans 
un groupe F muni d'une norme n(y) une fonctionnelle m prenant ses va- 
leurs z dans un groupe distancié G. Soit une application de F x G dans 
H notée y x z = u ; H étant pourvu d'une norme notée |u| satisfaisant la 
relation | y x z | < n(y) k(z). 

Nous supposerons de plus que la multiplication y x z est distributive par 
rapport à l'addition dans G. 


Ilestpossible de définir une fonctionnelle f X m prenant ses va- 
leurs dans H, l'application t = f * m du produit de l'espace } des fonc- 
tions f par l'espace © des fonctionnelles m dans l'espace © des fonc- 
tionnelles t étant distributive et continue par rapport à l'addition dans 
y et continue par rapport à l'addition dans E Soit d'abord une fonction 


77 


f étagée. Pour toute classe P de C sur lequel Oscf = 0, c'est-à-diret)| 
f - À,, onprendra t(p) =: À, m(p). Toute classe Q de C est une réunion 


P? 
dénombrable de classes P ; en effet soit x une réunion en classes sur 
les classes de laquelle Oscf. = 0. J'aurai: 

EURE, Q = EAQ 
Fe 1 
-U(p;, a) 


Or l'intersection de P, et de Q est soit vide, soit P;, soit Q. Si c'est 
Q c'est que Q est lui-même un PF, et la propriété est établie. Ecartons 
ce cas ; enappelant P; les classes P; qui sont incluses dans Q nous au- 


rons :Q =. Up Pr. Toute réunion À de classes de C est une réunion dé- 


nombrable de classes Q donc de P; oudeU; P;. Nous aurons : A = U,2Py: 
Je prendrai comme valeur de la fonctionnelle pour Q : | 
t(Q) = 2Xr m(P;) 


Cette série estabsolument convergente puisque | Ap, | estborné et 2, (P, ) 


absolument convergente. t(Q) est indépendant de la répartition car si je 
remplace une classe P, par une somme de classes P;, j'aurai 


#2; Co) DENT AP, m(P;:) 
Je prendrai comme valeur de la fonctionnelle pour A 
t(A) = EL m(Px) 


tout | t(A) 


et tout [t(UA)lest majoré par : 


Sup. (2; ( Xp, ) k(m(P, ))] = h(t) 


Nous avons fait correspondre à tout f étagée et à tout m une fonc- 
tionnellet = f x m. L'opérationainsi définie est distributive par rapport 
aux additions et séries commutativement convergentes. 


En effet soit m 1) n, t ST x M, 
n n 


j'aurais t(A) = ZA, ro (ei) 


n 


Les 2 sommations étant commutativement convergentes on peut 
les intervertir et 


HZ Xe (BEN 
k 
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22, mi(P,) 
= fx m(A) 


Les 2 fonctionnelles f x m sont identiques ou 


DD) Omer Or AD: 
n n 

Si l'on suppose en outre la distributivité de l'opération y.z par rapport 
l'addition dans F on démontre de la même façon la distributivité de 
lopération f.m. par rapport à l'addition dans )- 


Après avoir démontré la continuité de l'opération, par rapport 
f nous pourrons l'étendre à la fermeture de l'ensemble des fonctions 


our lequel elle est définie, c'est-à-dire à l'ensemble des fonctions 
emi-étagées. 


lous allons montrer que si [f| < kh(f.m) < K h(m) en effet nous avons 
que : 
h(f m) < sup [27 [ap | Im(P,)|] 
KW P É 


ie 
< sup [2 Sup hp,|| m(P,)|] 
XK P 
ie 
< sup K?2_Jm(P;)| - K h(m) 
x 


Donc étant donné g —; g et Max g, < K la suite t, de fonction- 
iles t, = g,. m est telle que h(t.) < K h(m) 


De — ta) < Sup EX Eq |h(m) étant donné e il est toujours possible de 
€ 


rouver n° pjtelquelg, -g,l<n 


Mtraîne h(t. - ta) < e donc la suite t, converge vers une valeur t que 
lon posera égale à g.m et l'opération est continue par rapport à . Si 
(t.) < H pour n suffisamment grand H(t) < H or h(t ) < K h(m) pour 
Ho |g| <K. 


L'opération f.m est continue par rapport à m en effet soit une 
uite convergente m, de mesures donc 


h(m,,) < H quel quesoitn 
h(m 


Dog) < n pour pet q 
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suffisamment grands et une fonction f bornée donc |fl <K j'auraisk 


Beni fn done 
n 


h(t.) <Kh{m,) < KH 


(SEE) & K h(m, tre K 


I 

€ à 
On assurera h({t,, - t,) < n en prenant 1n< K donc la suite des t,, con=} 
verge vers une valeur t et l'on aura t = f. men effet 


f,emest NE of ne) NE DRRR 


en posant : to mettons er t(m En e) 
vi 0 carih(it KING Enr) etth{mni=vim,, ===S)0; 


Ilfaudra faire attention si nous écrivons la fonctionnelle sous la 


forme / dm que le résultat du produit par f devra s'écrire f. ÿ. dm en | 
utilisant l'opération sur + x} ou j° dm en utilisant l'opération sur] 
I OC 


QUOTIENT de DEUX FONCTIONNELLES  - ADDITIVES - 


Soit deux fonctionnelles m,(A) et m,(A) prenant leurs valeurs] 
sur un même corps G. Considérons la fonctionnelle q(A) - | 


q(A) = m,(A) m;'(A) 


Cette fonctionnelle estbornée pour tout ensemble pour lequel M, (A) # 0. 
Considérons les ensembles À m, - négligeables, m, - non négligeables |} 
Is sont m, équivalents et m, équivalents aux sous -ensembles d'un en- | 
semble H m, - négligeable m, - non négligeable ou m, irrégulier. 


Considérons les classes P, appartenant à une répartition régu-= 
héreide AC H On à soit: m,(P,) #0 soit P m, - négligeable. 


Si les P; sont m2 - négligeables, ou ils sont m1 - négligeables!|| 
ou:m,(P;) # 0 mais dans ce dernier cas ils sont m, - équivalents à un 
sous-ensemble de H donc leur intersectionavecCHest m, - négligeable.!|| 
Donc de toute façon ils sont m, - négligeables. 


La valeur dé la fonctionnelle m, pour les classes d'une répar-\!|| 
tition régulière de E ; C H est ou nulle ou différente de zéro. Si elle est 
nulle les P; sontm , - négligeables et m3 - négligeables. q(P;) est done 
oubienfini(siq(P;) # 0) ou bien indéterminé (sur un ensemble H''m 13 


négligeable, m, - négligeable). 
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On posera : H' - E AC(H,,H"). On pourra écrire pour tout en- 
semble N, réunion d'une partie classifiée de H,,H" et de classes de H': 


MN) = m,((HUH") AN) +Lm,(E) 
BOUT PI CONIc El: 


Le second terme du second membre peut s'écrire également : 


LL a(P;) mel) 


Etant donnée une répartition en classes g de H', nous pouvons 
définir une fonction f(x) SUEDE: 
| 


LIRE q(P;,)pourxe Pe T 


(es 


: Si nous considérons une suite de répartition régulière qui con- 
verge vers la classification qui sépare H' nous avons une suite de fonc- 
tions f, (x) Lu: f (x) eu 


Je me propose de chercher si cette suite de fonctions converge 
vers une fonction f(x), pour certaines suites de répartitions et si g(x) 
est indépendant de ces suites. Examinons d'abord ce qui se passe en un 
point x,. Soit L(x,) la plus grande des limites des f_(x,) et l(x,) la plus 
petite des limites des fr(x 0) quand on prend # arbitraire. 


E(xe)etl(x) existent nécessairement pour tout x, ce qui déter= 
mine 2 fonctions L(x) et 1(x) à valeurs finies ou infinies. Il existe une 
infinité de valeurs de q(P,; Pdans l'intervallet(E-"1), (LrF-m)r(ou supé= 


RES Re 
rieures à ñ si L(x,) = + ©); donc une infinité de classes P; contenant 


toutes le point x, et convergent vers ce point x,. De même il existe une 
infinité de classes P' convergeant vers x, pour lesquelles les q(P;) sont 


LE: 
situés dans 1 - n, 1 + n (ou inférieures à - < SIT no), 


Soit une partie classifiée M nous allons construire deux classi- 
fications rnet n# ne contenant respectivement que des P; et des PIE 


Pour construire choisissons un point x,. Il existe une classe 
P(x,) dans M qui est un P;. 


Il existe un point x, € MhC P(x,), donc une classe 
Px,)cMC P(x,). 


En continuant indéfiniment nous arrivons nécessairement à dé- 
finir une répartition en classes de M car sinon il y aurait des points x 
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de M qui n'appartiendraient pas à la réunion d'une famille dénombrable | 
de classes et qui par conséquent appartiendraient au complémentaire | 


d'une partie classifiée. 


On pourrait donc trouver une nouvelle classe P(x) ce qui per=||} 
mettrait de continuer la classification. De la même façon nous pouvons, || 
construire une répartition en classes x' de M dont les classes soient l 
toutes des r',. Nous avons donc déterminé deux fonctions étagées fr) 


et PTESE 


Quand n tend vers zéro (x) et fx" (©) tendent respectivement | 
vers L(x) et l(x) qui sont donc semi-étagées. Il en est de même de f 
L(x) - 1(x) et par suite l'ensemble des points x tels que : |! 


L(x) - 1(x) > e > Oestune partie classifiée K,. Pour 
tout À inclus dans K, on a : 


Ja) - l(x)) dm, = Lim /, f(x) dm, - Lim /,f, (x) dm, 
= m,(A) - m,(A) = 0 
Or on ne peut donc avoir 
ACC 1(x) Hdmi 0 
IPN (R) RE ACKe 
que si K, est négligeable. 
Comme sur tout À on a : 
JG dm, = Lim / fK(x) dm, = Lim / dm, - /, dm, 
J169 dm, = Lim f f(x) dm, - Lim f_ dm, - / dm, 


Les fonctions L(x) et 1(x) sont finies (sauf peut être sur un en- 
semble m, - négligeable). 


En tout point on a : L = 1 (sauf peut-être sur un ensemble Mo = 
négligeable) et f,(x) converge vers une fonction unique f(x) (sauf peut-.|| 
être Sur un ensemble m, - négligeable). 


Remarque : 


1/ - Si l'on trouve deux suites de fonctions convergeant l'une || 


vers g, l'autre vers g,onag, - 8 , Sauf sur un ensemble négligeable 
inclus dans K. 
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2/ - Si l'on complète g(x) sur K par des valeurs bornées on a 


be g(x)idmE = 02 + dm, on pourra donc écrire 


J, m1 =, f, 8 dma 


ans s'occuper de K et par conséquent : 


m, (A) = den g dm 

À des H'AA 4 re n"' ê 

estla dérivée de la fonctionnelle m, par rapport à la fonctionnelle m . 
)n peut convenir d'écrire symboliquement 


dm, - g dm, sur H 
aais alors gn'est plus une fonction semi-étagée, c'est une distribution. 


n, Sera dite continue par rapport à m, si C H' est vide. Ce sera le cas 
ïi quel que soit À on a : 


loute fonctionnelle continue par rapport à une autre fonctionnelle possède 
ar rapport à cette dernière une dérivée qui estune fonction semi-étagée, 
ornée. 


“xemple : 
dm, est la fonctionnelle définie par Maurice Girault (1) 
Im , la fonctionnelle définie par : 
mAATA Er. {xe a} 
{ étant une variable aléatoire définie par : 


ED HEURES 


mec: 


B | Co 


: probabilité 
3 


- 5 probabilité 


1) Page 245 - 
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1 1 
Ssprobabilité = (l —.) 


2 2 
>. = 
de 1 
2 probabilité (IS ) 
SRE 2° 
2e 
Au point : x +2. (avecte 5") 


€ 
one Tee vaudra I (1 + = ) qui est convergent quel que soit xsur l'ens 


semble triadique de Cantor sur - 1, + 1. 
PRODUIT de FONCTIONNELLES o- ADDITIVES - 


Supposons que nous ayons une classification C(F, 3) qui résulte | 
des classifications C(F,) et C(F,)sur F, et ee . supposons que nous con= | 
naissions deux fonctionnelles © additives mA et mpsoient définis sur un ||] 
même corps. Pour simplifier l'exposé et fixer les idées nous suppo=||| 
serons également que m, et m, sont des mesures prenant leur valeun | 
sur 0 < x < 1 mais cette dernière hypothèse n'est pas indispensable: 


Je dis qu'il existe une mesure « sur les parties classifiées de | 
F, x F, définie surles produits P, x P, de parties classifiées de F, et} 
De par se (ERP) ECM CP) M (PL). 


Nous avons bien une fonctionnelle © - additive. En effet si Pr = 
BIAUIPS où P} et bS sont deux ensembles disjoints ; PE, x P& et P, x PA fl 
sont aussi des ensembles disjoints et nous avons : 


il 


(PP UP) ) en (phee, Œieei 


ma(Pi) (ml) + my(Pp) ) 
= m,(P,) m,(Pi)+m,(P,) m,(Pill 
eo (PEaPN io (Pi UP) 


Nous avons la même démonstration en échangeant les rôles de! 
Pimetderl; - 


La fonctionnelle est o- additive car : 
1/ - elle est bornée ; en effet on a :& {N) + o(C N) - 


Or:œ(CN) > 0 puisque toute partie classifiée peut être obtenue à partir | 
des limites de Q; - UP.. 
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Or o(P;)2> 0. 
UP le 0 
Qi) >0 
im o(Q;)< 0. 
Donc œ (N) < 1. 
2/ - Elle est continue. 


En effet P, x P,—f# implique que l'un au moins de P, et de 
tend vers Ÿ donc que sa mesure tend vers 0 ; donc le produit tend 
ers zéro. 


SiU(P, X Pp)—9#, on a: 
(LUJP,) x (UP,)—9# 


Dr : 
o(UP, x P,) < o( (UJP,) * (UP, ) }—0 


Pour une union de parties classifiées on peut grouper dans les 
UP, x F tous les re qui se projettent sur le même ha, ctÉécrices 


FC Pa, * BB, 1) = Em(Pi) (P5,,))) 


= 


in passant à la limite pour une partie classifiée M qui se projette en 
{1 sur FA et dont on appelle M,;les intersections avec {x} FB, on 
jourra écrire 


o(M) RACE 
2robabilisation d'un produit d'ensembles classifiés. 
Nous dirons qu'un ensemble E est probabilisé s'il est classifié 
+ si l'on a défini sur l'ensemble des parties classifiées une fonction- 
elle o- additive, m, satisfaisant aux conditions. 
1/ - 0 < m(A). 2/1 =m(E)= 1. 


De ces deux conditions on déduit : 


m(A) < 1. 


a fonctionnelle est dite une distribution de probabilité sur E. 
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Nous dirons qu'un ensemble E - E, * E, est probabilisé Al 
rapport à E, et à E2 s'ilestclassifiéetsil'on a défini une fonctionnellek| 
œ - additive m sur les parties classifiées de la classification satisfais 
sant à 


1/ - 0 < m(A) AH 
2 - m(Ay *X As) = m(As X Eo) m(Es1 XAS)A,CE,, - AS E M] 


Si m n'est pas la fonctionnelle nulle (ce qui serait un cas sansp 
intérêt) 2! entraîne : 


Se CE) OL. 


En effet en faisant À = E A = ES dans 2! il vient : 


m(E, XE,) = m(E,* Es) m(E,* Ep) 
m(£) # 0 entraîne m(E) = 1 et par conséquent m(A) < 1. 


Un produit de deux distributions de probabilité satisfait manifes= 
tement aux conditions 1/ - et 2) - 


Théorème III - 6 : 


Nous allons montrer ques'ilexiste sur E, * E, une fonctionnellek 
o - additive msatisfaisant 1/ - et 2/ - ilest possible de faire une ap- 
plication de £,* E, sur E! x E! telle que la valeur de la fonctionnelle} 
m pour les origines des parties classifiées de E! x E!, soient identiques 1 
à la valeur d'un produit de deux distributions de probabilité Dh et E°a1] 


2 
Considérons la fonctionnelle + définie sur E, x E, par : 
(A, x À,) = m(Ay *XA;) mA (A, x E>) 
Nous avons : CS 


Eneffets 0 < m(A, * A,) < m(Ay * Eo) 


nous pouvons considérer (A, * A,)pour une valeur donnée de A2 com- 
me le quotient de deux fonctionnelles o- additives sur E, : 


m(A, * A,)et W.= m(As 0%" E5") m(A, * A,)étant continue par rap- 
port à 4 nous avons quand À, tend vers {x} 


g (A, * Ave) — >; N(x, À, ) 
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| étant une fonction bornée de x et une fonctionnelle par rapport à À. 
ous avons entre m, Net te la relation : 


MAX A2) ee A») dy 
I(X, À2}) est une fonctionnelle additive de A» ; 
n effet si A, - AL, A2avec AL et A disjoints on aura : 
| PA * (AS y A2) ) = mA; x (AL AS) ) m''(A, * E:) 
TAC et AS mA. Aie) na CAS * E,) 
= m(A, x Ak)m°-'(A, x E2) + m(A, x Az) m°'(A x E2) 
p (A1 * (A$ y A2) EVA TONA EL) ESS (AD AS) 
Cette égalité est vraie quel que soit A, donc à la limite on aura : 
N(x, A'yA2)) = N(x, AL) + N(x, A5) 
N est même une fonctionnelle ©&- additive ; en effet : 
RS N(x, À) < 1. EtsiA, —f N(A, * A,) —1# donc: p(x, A9)—0. 


Nous noterons :n, lamesuresur E, définieau moyende N(x, AÀ,). 
oit y un élément de Dh et z lélérent ete de E, nous pouvons 


J0SeET : 
Sx(y) = 1 dn, 


Nous appellerons E' l'ensemble dont l'élément générateur t est 
léfini au moyen de 2 nombres u et v compris entre 0 et 1. La relation 
l'ordre sur E' est définie par : 


si AE AT 
RS AE si u, = _u Ne 


La mesure de la classe T(u,, Vi) M EN A FAN, ) est définie par 


2 
n(T) - u, -u, ; nous définissons la relation suivante entre t et y. 


2 ÿ M 
- 1 . 
ARC VEN(y = ya) (Ya - Ya)  Siye # yi 
Nu I Si SEE) 


tant donné que l'ensemble des éléments y de E, tels que S, (y) - ©, 
eut se mettre sous la forme : 
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A(e, X; y) AE £ y < Ye} 


Nous désignerons par t,(y) la valeur de t ainsi définie. A deux}| 
valeurs différentes de y correspondent nécessairement 2 valeurs difs|} 
férentes de t, (y). | 


A tout ye E, nous pouvons faire correspondre les ensenes 
L,(y)}, Mx(y)}, Nx(y) définis comme suit : 


L,(y) est l'ensemble DELSA t,(9) 
M, (y) est l'ensemble LA L,(z) 
Nx(y) est l'ensemble L, (y) n€ M,({y) 

N,(y) existe toujours ; en effet : 
L,(2)C5,(ÿ) pour z © y 
JU L;(z)€ Lx(y) 
CAMES } 

Et : t, (y) L,(z) pour z < y 

LÉ U L,(z) 


LES 


Toutt, appartient à un N,(y) et à un seul. En effet nous pouvonsk 
répartir les y en deux classes non vides, la classe I dans laquelle nous 
mettrons tous les y tels que t,(y) < t1, la classe II dans laquelle nous} 
mettons tous les y tels que t,(y) > t | 


Supposons que la 1ère classe possède un élément y, plus grand] 
que tous les autres. Nous aurons : 


AR PR nn 


Donc pour tout y de la classe II nous aurons : 


tx) > ta 


et par suite y 
dr dn, 2 LRU 


qui ne pourrait pas tendre vers zéro quand l'ensemble y, < z < y tend 
vers #. La classe II Fe donc un élément y, plus petit que tous les 
autres. Nous avons : t,(y,) = t 
et par suite : 


o 
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Lifÿo) = {0<t <to} 
LUN {0 ÉUALE sx (»)} pour y < y, 


Mect,(y) <t,. Donc : M, (y,) = L,(»)c {0 st<t} 
MED 


uisque tout t,(y) < t, donc :t,# M,(y,) 

t par suite € L,(5,). 

| 

i à tout t 0 < t < 1 nous faisons correspondre l'élément y tel que 


€ L,(y) nous définissons une application de E! sur E, qui dépend de 
:€ E, et par conséquent une application de E, x Ej sur E, x E,. 


Nous savons d'après la théorie des ensembles classifiés qu'il 
xiste une classification sur E, x E! dont les images des parties clas- 


ifiées dans l'application sur E, x E, sont les parties classifiées de 
Ês X E, . 


Soit une classe A, x À, de E,x E,, image de la classe P de 
:, * E'. Nous poserons : 


# 
b (P) = m(A: x AÀ;) - g (A1 * Aa) m(A; * Ep) 
ïi A = U A; les À; étant des sous-classes de A; : 


HP) = Em(A, x À) = Ey(A, x A,) m(A,* E,) 


En prenant des répartitions de plus en plus fines de À, et en 
assant à la limite : 


b(P) = IMAC A2) dm 
De: N(x, À) - 1 ds (y) 
2 


)r dans l'application de E, x E'!, sur E, x E, pour une valeur donnée de 
, À, estl'image d'un ensemble À; (x) etpar suite nous pouvons écrire : 


N(x, A) = Lee dl 
2 
1 étant la mesure de Lebesgue de A! (x). 


En portant dans g (P) il vient : 


u(P) = re Je: 60 dl 
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De la même façon que nous avons définiune application de E; sur} 
E, nous pouvons définir une application de E'; sur E, en prenant pour|l} 
E' l'ensemble u = V, W et en faisant correspondre à tout x l'ensemble | 
N(x) défini au moyen des ensembles L(x) M(x) par : 


L(x) est l'ensemble 0 < u < v(x) 


M(x) est l'ensemble Ok L(z) 
z ZX 


N(x) est l'ensemble L{(x) te M{(x) avec : 


vo = ff dmAixE,) W(9 = (x -x,0% - A A 


W{(x) = 1 Xo f ZX 


On démontre comme précédemment que tout u appartient à un N(x) etil 
l'application ainsi définie nous donne : [| 


he, dm - Ji; du. 


a étant la mesure de Lebesgues sur E' et par conséquent : 


A ESP 
2 


ze que l'on peut écrire également H(P) - J,.d ; P étant l'image de PU] 
La propriété est donc bien démontrée. La généralisation des produits 
de fonctionnelles © - additives et du théorème précédent à un produit del 
1 ensembles classifiés se traite par récurrence et ne présente aucune 
iifficulté partielle. N ous étendrons les résultats précédents à un espace! 
‘onctionnel après avoir traité les fonctionnelles %- multiplicatives. 


FONCTIONNELLES SOUS-ADDITIVES - 


Ce sont des fonctionnelles $ pour lesquelles on a | 
fAU B) < (A) + ?(B)quels que soient À et B. Les fonctionnelles 6 - 
additives sont sous-additives. (La théorie des fonctionnelles sous-addi- 
tives permet d'ailleurs d'étendre les fonctionnelles o - additives à des} 
sous-ensembles de E qui ne sont pas des parties classifiées, c'est la|| 
théorie classique des mesures extérieures). Mais il y a en outre des 
fonctionnelles sous-additives qui ne sont pas additives par exemple : 

1/ - k(p(A)), (A) étant une fonctionnelle © - additives 


: p 1/q 
2/0 TE dm || 
3/ - Sup mt(A) - p(A) 
t 
Je ne développerai pas la théorie des fonctionnelles sous-addi- 


90 


ves et me contenterai de dire que l'on peut définir des ensembles équi- 
lents et des répartitions régulières par rapport à une fonctionnelle 
us-additive. Si l'on cherche à définir le quotient d'une fonctionnelle 
us-additive g(A})parune fonctionnelle o-additive m(A) on trouve sous 
rtaines conditions une fonction f(x) semi-étagée mais l'on n'a pas 


A ah f dm. 
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